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Einleitung^. 

ApoUonius ist zu Perga, einer einst berühmten Stadt 
FamphjlienS; geboren zur Zeit des Ptolemäus Euerg^tes, Kö- 
nigs von Aegypten, der 247 v. Chr. zur Eegierung kam ; so 
berichtet uns Heraklius, der Verfasser einer Lebensbeschrei- 
bung des Archimedes nach dem Zeugniss des Eutocius. Bei 
den Schülern des Euklid in Alexandrien hat er dann lange 
Zeit mathematischen Studien obgelegen und unter dem Phi- 
lopator; der im siebzehnten Jahre seiner Eegierung, im Jahre 
205 V. Chr., starb, war er nach dem Zeugniss des Ptolemäus 
Hephästion von grosser Berühmtheit, so dass man annehmen 
kann, dass er ungefähr vierzig Jahr jünger ist als Archime- 
des und nicht lange vor Geminus Rhodius, der sicher älter 
als Hipparch ist, gelebt habe. Geminus aber bezeugt, dass 
er wegen seines ausgezeichneten Wejrkes über die Kegel- 
schnitte unter den Mathematikern seiner Zeit den Namen 
des grossen Geometers erlangt habe. In wie hoher Achtung 
er bei den Alten gestanden hat, erkennen wir übrigens nicht 
nur aus Vitruv Buch L Cap. 1., wo er in der Aufzählung der 
Mathematiker der Reihenfolge nach sogar vor dem Archime- 
des genannt wird, sondern auch aus der grossen Anzahl von 
Commentatoren, die er bei den Griechen gefunden hat, dem 
Pappus, der Hypatia, dem Serenus und dem Eutocius. Der 
Commentar des Eutocius besteht in Anmerkungen hinter deu 
einzelnen Lehrsätzen, die theils Unterscheidungen der ver- 
schiedenen Fälle, die ein Satz zulässt, theils eine andere Art 
des Beweises, theils Auflösungen von Hülfsaufgaben enthal- 
ten, die ApoUonius als bekannt voraussetzt. Am Anfang 
des ersten und vierten Buches giebt er einige historische No- 
tizen und am Ende des ersten eine Inhaltsübersicht filr die- 
ses Buch, die bei den andern Büchern fehlt. Im Ganzen ist 
der Werth des Commentars von geringer Bedeutung für das 
Verständniss des Autors, und ein Gleiches gilt von den sieb- 
zig Lemmen des Pappus, die er im 7. Bucl^ seiner Samm- 
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lnngen als fiir die Kegelschnitte des ApoUonius bestimmt 
uns hinterlassen hat. Diese Lemmen enthalten zum Theil 
nach unsem heutigen Vorstellungen allzu leicht Beweisbares^ 
zum Theil lässt sich der materielle Inhalt derselben in den 
Gang der Beweise der apollonischen Lehrsätze recht gut auf- 
nehmen^ ohne dieselben allzu sehr zu verlängern, zum Theil 
endlich kann man nicht recht erkennen, für welche Lehr- 
sätze sie als Hülfssätze erfordert werden, so dass man beim 
Studium des ApoUonius selbst ein eigentliches Bedürfoiss 
nach diesen Lemmen nicht empfindet. An sich jedoch haben 
dieselben als Uebungssätze vielleicht zum Gebrauch des Un- 
terrichts wohl ein Literesse und können namentlich im Zu- 
sammenhang mit den zahlreichen Lemmen zu den andern 
zum Theil verloren gegangenen Schriften des ApoUonius wohl 
als eine werthvoUe Hinterlassenschaft betrachtet werden. Li 
vorliegender Ausgabe ist das Nöthige daraus unmittelbar bei 
den zugehörigen Sätzen des ApoUonius eingeschaltet worden, 
doch ist ein Gleiches nicht mit einigen Lemmen des Abdolmelek 
von Schiras zum siebenten Buche geschehen, die im Ganzen 
einen direkteren Zusammenhang mit den Apollonischen Bewei- 
sen haben als die des Pappus und die deshalb besonders ange- 
führt sind. Aber auch bei den orientalischen Völkern hat im 
Mittelalter unser Autor die gleiche Aufmerksamkeit erweckt 
als bei den Griechen und ist mehrfach bearbeitet worden, bei 
den Arabern von Thebit ben Corah unter dem Chalifen Alma- 
mun um's Jahr 830 und von Beni Moses; bei den Persern von 
Abalphat von Ispahan unter dem Chalifen Abucalighiar um's 
Jahr 994 und von Abdolmelek, welche beide Auszüge von ihm 
verfassten und von jenem grossen persischenMathematikerNasir- 
eddin von Tus, der um's Jahr 1250 alle seine Werke herausgab 
und mit Noten versah. Li Europa hatte zuerst Eegiomon- 
tanus um die Mitte des fünfzehnten Jahrhunderts das Vor- 
haben geäussert^ die vier ersten Bücher des ApoUonius über 
Kegelschnitte herauszugeben, allein der Tod hinderte ihn an 
der Ausführung dieses Vorhabens, und so verdanken wir die 
erste lateinische Ausgabe vom Jahre 1537 dem Memmius, 
einem edlen Venetianer, dessen Sohn dieselbe nach dem Tode 
seines Vaters herausgab. Diese Ausgabe hat jedoch nur ge- 
ringen Werth fund Commandinus der Erklärer und Heraus- 



geber so vieler alten Mathematiker veranstaltete 1566 eine 
bessere^ in die er sowohl die Commentarien des Eutocius als 
-die Lemmata des Pappus aufnahm, und welche dann wieder- 
holt neu aufgelegt worden ist, so dass sie noch jetzt durch- 
aus nicht selten ist. 

Bis um die Mitte des siebzehnten Jahrhunderts waren 
die übrigen Bücher des ApoUonius über Kegelschnitte nicht 
bekannt geworden, und es hatte deshalb Maurolicus, ein sici- 
lianischer Geometer, den aus dem Pappus im Allgemeinen 
bekannten Inhalt des fünften und sechsten Buches in Form 
eines Supplementes zum ApoUonius bearbeitet, welches Borelli 
im Jahre 1654 veröffentlichte. Während dieser Zeit hatte 
auch Vincfenz Viviani, einer der berühmtesten Schüler des 
Galiläi, an einer Wiederherstellung des fünften Buches der 
Kegelschnitte gearbeitet, und da es mittlerwelle bekannt ge- 
worden, dass in Florenz ein arabisches Manuscript der bisher 
für verloren gehaltenen Bücher aufgefimden sei, so gab er 
1659 imter einer besondern Bescheinigung des Erzherzogs 
Leopold, Bruder des Grossherzogs Ferdinand 11. von 
Toscana, dass ihm die wiederaufgefundene Handschrift des 
ApoUonius noch nicht bekannt gewesen sei, seine „divinatio 
in quintum librum conicorum AppoUonii" heraus, die theils 
durch einfachere Beweise von bekannten Lehrsätzen der vier 
ersten Bücher, theils durch eine selbständige und zum Theil 
erweiterte Auffassung der Aufgaben über die Normalen an 
Kegelschnitten sich vortheilhaft auszeichnet. Zu dieser Zeit 
aber und schon etwas früher hatte Golius unter vielen an- 
dern Handschriften auch die der sieben ersten Bücher des 
ApoUonius mit aus dem Orient gebracht und an den Gross- 
herzog von Toscana verkg^uft, worüber wir schon im Jahre 
1644 eiQe Notiz beim Pater Mersenna finden. Allein dem- 
ohnerachtet hielten die Mathematiker die drei letzten Bücher 
noch immer für verloren, bis Borelli im Jahre 1658 diurch 
Florenz reisend die Bibliothek der Medicäer durchforschte, das 
erwähnte Manuscript, das die Bearbeitimg des Abalphat von 
Ispahan enthielt, auffand, und vom Grossherzog Ferdinand 11. 
die Erlaubniss erhielt, dasselbe mit nach Kom zu nehmen, 
um es dort übersetzen zu lassen. Er gewann daselbst den 
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chen, für das Unternehmen, und indem er seine mathemati- 
schen Kenntnisse mit den Sprachkenntnissen dieses letzteren 
verband; brachten sie in verhältnissmässig kurzer Zeit eine 
lateinische Ausgabe zu Stande. Abraham erzählt in seiner 
Vorrede selbst, wie grosse Schwierigkeit der Mangel der 
diakritischen Punkte, welche den arabischen Consonanten 
erst ihren unzweifelhaften Werth geben, das gleichartige 
Aussehen der zwar elegant, aber doch sehr cursorisch ge- 
schriebenen Buchstaben und noch bei weitem mehr die Dun- 
kelheit in der Bedeutung der Worte und dem Inhalt selbst 
ihm bereitet haben und dass Borelli oft aus einem kleinen 
Bruchstück sofort eine ganze Schlussreihe beinahe mit den- 
selben Worten herausgebracht, wie er sie nachher in der 
arabischen Handschrift erkannt habe, ein Umstand, dessen 
Richtigkeit den Mathematikern leicht begreiflich sein wird. 

Die so entstandene Ausgabe erschien zu Florenz 1661 ; sie 
enthält im Anschluss an die schon von den arabischen Inter- 
preten vorgenommenen Aenderungen eine etwas andere An- 
ordnung der Lehrsätze als die des ApoUonius, dessen Reihen- 
folge jedoch sich daraus noch erkennen lässt, und eine An- 
zahl neuer Definitionen, die ihren Zweck, die Beweise zu 
verkürzen und deutlicher zu machen, nicht immer glücklich 
erreichen; doch ist es wohl möglich, nach dieser Ausgabe 
eine genügende Kenntniss des Inhalts der Apollonischen Bü- 
cher zu gewinnen. 

Bis zum Jahre 1710 existirte jedoch noch keine grie- 
chische Ausgabe der Kegelschnitte des ApoUonius, weshalb 
Halley in Verbindung mit Gregory sich zur Herstellung 
einer solchen möglichst vollständigen Ausgabe des ganzen 
Werkes entschloss. Der letztere Gelehrte bearbeitete die 
vier ersten Bücher, die in lateinischer Ausgabe allgemein 
verbreitet waren, nach einem griechischen Codex der Biblio- 
thek des Savilius und einem zweiten vom Dekan Baynard 
zu dem Zweck dargeliehenen, während er den griechischen 
Commentar des Eutocius aus dem Baroccianischen Exemplar 
der Bodlejanischen Bibliothek entnahm, und er verbesserte 
zugleich die lateinische Uebersetzung des Commandinus, um 
eine Ausgabe in beiden Sprachen vorzubereiten. Als aber 
diese Arbeit imter der Presse schon bis zur vier und vier- 



zigsten Seite vorgeschritten war, ereilte ihn der Tod nnd 
Halley übernahm die fernere Besorgung auch dieses Theils, 
wie er von Anfang an die Bearbeitung der letzten Bücher 
des Apollonius sich vorgesetzt hatte. Die Quellen, welche 
ihm dabei zu Gebote standen, sind nach seiner Angabe fol- 
gende: 1) Die Bodlejanische Abschrift eines arabischen Co- 
dex, der von einer in ziemlich früher Zeit von Thebit ben 
Corah gemachten und um's Jahr 1260 von Nasir- eddin ver- 
besserten Uebersetzung herrührt (nähere Angaben hierüber 
finden sich noch am Anfang des ftLnften Buches); 2) ein 
anderer arabischer Bodlejanischer Codex, der einen von Ab- 
dolmelek aus Schiras um 1210 gemachten, von Christian 
Bavius aus dem Orient mitgebrachten Auszug enthält; S) die 
vorerwähnte Florentinische Ausgabe des von Abalphat von 
Ispahan herrührenden Auszugs von Abraham von Echelles 
und Borelli; 4) das älteste Golianische Exemplar, das der 
Erzbischof Narcissus Marsh von Armacha von den Erben 
des Golius gekauft und aus Irland dem Halley zusandte, als 
dieser schon den grössten Theil seiner Arbeit beendet hatte. 
In allen diesen Handschriften und Ausgaben fehlte je- 
doch das achte Buch, das seit dem Eutocius, der etwa 480 
nach Christo lebte, niemand mehr gesehen zu haben scheint. 
Aus der Inhaltsangabe des Apollonius selbst im Anfange des 
ganzen Werks, sowie aus dem Umstand, dass'Pappus, wel- 
cher, wie oben erwähnt ist, zu allen übrigen Büchern ein- 
zeln Lemmata erdacht und im siebenten Buch seiner Samm- 
lungen uns hinterlassen hat, die für das siebente und achte 
Buch bestimmten zusammenfasst, glaubte Halley schliessen 
zu dürfen, dass die Xichrsätze des siebenten Buchs die De- 
terminationen für die im achten behandelten Aufgaben ent- 
hielten und dass es sonach möglich wäre, aus diesen Lehr- 
sätzen, die die Gränzen angeben, bis zu welchen gewisse 
Eigenschaften der Kegelschnitte Statt finden, und welche 
deshalb „ dtoptcrrtKot * genannt werden, sowohl den Gegen- 
stand als selbst die Beihenfolge der Aufgaben des achten 
Buches zu errathen. Er filgte demnach das von ihm wie- 
derhergestellte achte Buch seiner Ausgabe der Kegelschnitte 
hinzu und brachte so ein Werk zu Stande, das an Vollstän- 
digkeit des Inhalts und Klarheit der Darstellung in der That 



nichts zu wünschen übrig lässt. Diese Ausgabe ist aber 
selten und darum zietnlich kostbar geworden, weshalb der 
Herausgeber der vorliegenden Arbeit schon aus diesem 
Grunde glaubt auf die Nachsicht der Mathematiker rechnen 
zu dürfen, wenn er den Versuch macht, den möglichst voll- 
ständigen Inhalt des Apollonischen Meisterwerks in deutscher 
Sprache zugänglich zu machen, wozu er noch besonders 
durch eine Bemerkung Chasles in seiner Geschichte der Geo- 
metrie ermuthigt wird, die uns erzählt, dass Peyrard in der 
Einleitung zur Uebersetzung des Archimedes auch eine fran- 
zösische Uebersetzung der Kegelschnitte des Apollonius an- 
gekündigt hatte und dass der Tod ihn hinwegnahm, als 
schon die ersten Bogen dieser Arbeit gedruckt waren. Li 
Betreff der besondern Art der Bearbeitung, welche der Ver- 
fasser der vorliegenden Ausgabe für die beste gehalten hat, 
erlaubt er sich noch folgende Bemerkung zu machen. Die 
mathematischen Wahrheiten haben eine solche innere Kraft 
und Festigkeit, dass sie in der That der Beeinflussung durch 
die Sprache und die besondere Darstellungsform weniger un- 
terworfen sind, als das in andern Wissenschaften der Fall 
ist, woraus denn folgt, dass bei der Uebertragung eines 
Autors aus einer Sprache in eine andere man sich grössere 

Freiheit erlauben darf, ohne den Inhalt wesentlich zu ent- 
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stellen, als anderswo. Während daher im Folgenden der 
Wortlaut der Lehrsätze möglichst genau beibehalten ist, auch 
auf die Gefahr hin, dass dem deutschen Ausdruck hie und 
da Schwerfälligkeit vorgeworfen werden kann, hat der Ver- 
fasser geglaubt, besonders bei denjenigen Beweisen, die durch 
die grosse Zahl von Proportionen, durch welche sie ohne 
Ruhepunkt fortschreiten, der Lektüre eine ziemlich grosse 
Schwierigkeit entgegensetzen, eine etwas übersichtlichere und 
der jetzt üblichen sich anschliessende Form der Darstellung 
anwenden zu dürfen, bei der die Hauptmomente des Bewei- 
ses durch besonders numerirte Zeilen hervorgehoben sind 
und dem Leser so die Uebersicht über das Ganze erleichtert 
wird. Möge nun die Arbeit für sich selbst reden. 

Stettin, den 7. April 1860. 

Balsam. 



Apollonius grüsst den Eudemos. 

Wenn du gesund bist und deine übrigen Angelegenhei- 
ten sich nach deinem Wunsch verhalten, Ist es mir lieb. 
Mir geht es gut. Da Ich mich zu Pergamus befand, sah Ich, 
dass du begierig warst, die von mir bearbeiteten Sätze über 
die Kegelschnitte kennen zu lernen. Ich schicke dir daher 
das erste Buch, wie Ich es nunmehr verbessert habe, und 
werde dir die übrigen der Reihe nach schicken, wenn Ich 
Müsse finden kann. Du wirst wohl dich dessen, was ich dir 
hierüber schon mitgethellt habe, erinnern; dass ich nämlich 
diese Bücher auf die Bitte des Geometers Naucrates zu 
schreiben unternahm, zu der Zeit, als dieser In Alexandrlen 
bei uns war, und weshalb ich auf die acht so entstandenen 
Bücher jetzt einen grösseren Fleiss verwende. Denn da 
Naucrates sobald als möglich zur See gehen wollte, habe ich 
dieselben damals nicht verbessert, sondern, was sich mir dar- 
bot, niedergeschrieben. In der Absicht, es nach der Beendi- 
gung wieder vorzunehmen. Weil Ich nun Zeit habe, gebe 
ich heraus, was ich verbessert habe. Da einige voq denen, 
die bei mir gewesen sind, das erste und zweite Buch vor 
der Verbesserung erhalten haben, so wundere dich nicht, 
wenn du Einiges findest, das sich anders verhält. Von den 
acht Büchern nun enthalten die vier ersten die Elemente 
dieser Disciplin. Das erste umfasst die Erzeugung der drei 
Kegelschnitte und derer, die man entgegengesetzte Schnitte 
nennt; und ihre hauptsächlichsten Eigenschaften, die ich aus- 
führlicher und allgemeiner behandelt habe als die andern, die 
über denselben Gegenstand geschrieben haben. Das zweite 
Buch behandelt dasjenige, was sich auf die Durchmesser, die 
Achsen, und gewisse andere Linien bezieht, die mit dem 
Schnitt nicht zusammenkommen, und die die Griechen Asym- 
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ptoten nennen; dann enthält es Anderes; das von allgemeinem 
Nutzen und nothwendig für die Aufgabenbestimmungen ist. 
Was ich aber Durchmesser und Achsen nenne ^ wirst du in 
diesem ersten Buche erklärt finden. Das dritte Buch ent- 
hält viele und bewundemswerthe Sätze ^ welche sowohl für 
die Construction der körperlichen Oerter, als auch für 
die Aufgabenbestimmungen von Nutzen sind; und von denen 
viele sehr schön und neu sind. Indem ich dies durchdachte; 
bemerkte ich; dass Euclid die Art und Weise, Oerter zu drei 
und vier Linien zu construiren nicht festgestellt habe, 
sondern nur einen kleinen Theil; uud auch diesen nicht be- 
sonders glücklich; denn diese Construction konnte nicht 
richtig geschehen; ohne daS; was ich erfunden habe. Das 
vierte Buch lehrt; auf wie viele Arten Kegelschnitte unter sich 
und mit der Kreislinie sich schneiden können; und vieles an- 
dere; was zur vollständigen Lehre gehört, wovon nichts von 
meinen Vorgängern behandelt ist; in wie viel Punkten nämlich 
ein Kegelschnitt oder ein Kreis oder die entgegengesetzten 
Schnitte mit den entgegengesetzten Schnitten sich schneiden. 
Die übrigen vier Bücher gehören zu einer vollständigeren 
Wissenschaft. Das fünfte handelt zum grossen Theil von 
den grössten und kleinsten Linien; die von einem Punkt an 
einem Kegelschnitt gezogen werden können. Das sechste 
von den gleichen und ähnlichen Kegelschnitten. Das siebente 
enthält Sätze, die die Kraft des Bestimmens von Aufgaben 
haben. Das achte bestimmte Aufgaben über die Kegelschnitte. 
Nachdem diese alle herausgegeben sein werden; wird ein 
Jeder; der sie liest, nach seiner Herzensmeinung darüber ur- 
theilen können. Lebe wohl. 



Erste Erklärangen. 

Wenn von einem Punkte nach dem Umfang eines Krei- 
seS; der nicht in derselben Ebene mit dem Punkt liegt, eine 
gerade Linie gezogen und nach beiden Seiten verlängert wird, 
und, indem der Punkt fest bleibt, im Umfang des Kreises 
herumgeführt wird, bis sie wieder an den Ort zurückkehrt, 
von wo sie sich zu bewegen anfing, so nenne ich die von 
der geraden Linie beschriebene Oberfläche, welche aus zwei 
Theilen besteht, die am Scheitel unter sich zusammenhängen, 
und welche beide in's Unendliche fortgehen, da ja die erzeu- 
gende gerade Linie in's Unendliche verlängert ist, 

1. Die Kegeloberfläche. 

2. Den Scheitel derselben den festen Punkt. 

3. Die Achse die gerade Linie, welche durch den festen 
Punkt und den Mittelpunkt des Kreises gezogen wird*). 

4. Kegel nenne ich den Körper, der von dem Kreis und 
dem Theil der Kegeloberfläche, der zwischen dem Eo'eis 
und dem Scheitel liegt, begränzt wird. 

5. Scheitel des Kegels den Punkt, der auch Scheitel der 
Kegelfläche ist. 

6. Achse die Linie, welche vom Scheitel nach dem Mittel- 
punkt des Kreises gezogen wird. 

7. Grundfläche den Kreis selbst. 

8. Gkrade Kegel nenne ich diejenigen, deren Achse senk- 
recht auf der Grundfläche steht. 

9. Schiefe Kegel, deren Achse nicht senkrecht auf der 
Grundfläche steht. 



*) Diese Erklärung der Achse stimmt für den schiefen Kegel nicht über- 
ein mit der der neuem Geometer, welche unter der Achse eines schiefen Ke- 
gels diejenige Verbindungslinie des Scheitels mit dem Mittelpunkt eines Schnitts 
Tentehen, welche senkrecht auf der Ebene dieses Schnittes steht. 
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10. Von jeder in einer Ebene befindlichen krummen Linie 
nenne ich einen Durchmesser eine solche Gerade, 
welche, von der krummen Linie ausgehend; alle mit 
einer gewissen Linie parallelen Sehnen, die in dersel- 
ben gezogen werden, halbirt. 

11. Scheitel den Endpunkt des Durchmessers, der sich in 
der krummen Linie befindet. 

, 12. Jede der erwähnten parallelen Linien eine zu dem 

rtHxf'^ i ^r- Durchmesser gehöriffe Ordinate. 

*' ,, i 13, Auf ähnliche Weise nenne ich auch, wenn zwei in 

' einer Ebene liegende krumme Linien gegeben sind, 

einen Querdurchmesser eine solche Linie, die alle in 
jeder derselben einer gewissen Geraden parallel gezo- - 
genen Sehnen halbirt. 

14. Scheitel der Linien nenne ich die Endpunkte der 
Durchmesser auf ihnen. 

15. Längsdurchmesser zweier solcher Curvisn nenne ich eine 
solche Gerade, die, zwischen beiden liegend, alle mit 
einer gewissen Geraden parallelen von beiden Curven 
begränzten Linien halbirt*). 

foQ^v^^H jg^ Conjugirte Durchmesser einer und zweier Curven nenne 

ich zwei solche Linien, von denen jede ein Durchmes- 
ser ist, und die der andern parallel gezogenen Linien * 
halbirt. 

17. Achse einer und zweier Curven nenne ich eine solche- 
Linie, die ein Durchmesser ist, und senkrecht auf den 
von ihr halbirten Linien steht. 

18. Conjugirte Achsen einer oder zweier Curven nenne 
ich gerade Linien, die conjugirte Durchmesser sind, 
und senkrecht auf einander stehen. 

§. 1. Lehrsatz 1. Die geraden Linien, welche vom 
Scheitel einer Kegeloberfläche nach solöhen Punkten, die auf 
ihr liegen, gezogen werden, befinden sich ganz in ihr. 



*) Der Verfasser der deutschen Bearbeitung braucht auch die Ausdrucke 
erster uud zweiter Durchmesser für zwei conjugirte Durchmesser eines Kegel- 
schnitts, wovon ersterer bei der Hyperbel immer der Querdurchmesser ist, so- 
wie grosse und kleine Achse, deren erstere bei der Hyperbel immer die die 
Hyperbel schneidende Achse bedeutet, auch wenn sie kleiner ist als die zweite. 



— 11 — 

Sei eine Kegelfläche mit dem Scheitel A gegeben und Fig. i. 
in ihr ein Punkt B angenommen^ sei femer die gerade Linie 
AGB gezogen; so wird behauptet^ dass ACE auf der Ober- 
fläche liegt. Angenommen, sie liege nicht darin; so seie DJB 
die gerade Linie, die die Fläche erzeugt, i^JS der Kreis, 
durch den sie geführt wird. Wenn nun A fest bleibt und 
die gerade Linie DE durch den Kreis EF herumgeführt wird, 
muss sie einmal den Punkt B treffen. Dann hätten also zwei 
gerade Linien dieselben zwei Endpimkte, was unmöglich ist 
Also liegt die von A nach B gezogene Linie nicht ausser- 
halb der Kegelfläche und folglich in derselben. 

§. 2. Lehrsatz 2. Wenn in einer der beiden am Schei- 
tel zusammenstossenden Flächen zwei Punkte angenommen 
und durch eine gerade Linie verbunden werden, diese aber 
weder selbst, noch in ihrer Verlängerung den Scheitel trifft, 
so liegt sie innerhalb der Oberfläche, ihre Verlängerung aber 
ausserhalb derselben. 

Sei eine Kegelfläche mit dem Scheitel A gegeben, der Fig. s. 
Kreis, indem die erzeugende Linie herumgeführt wird, sei 
BCj und in einer der beiden am Scheitel zusammenstossenden 
Flächen seien zwei Punkte 2) und JEr angenommen und durch 
eine gerade Linie verbunden, so behaupte ich, dass DjB in- 
nerhalb der Fläche liegt, ihre Verlängerung aber ausserhalb. 
Man ziehe AD, AE und verlängere sie, bis sie den Grund- 
kreis in den Punkten B^C schneiden, und ziehe BCy so wird 
BC innerhalb des Kreises, also auch innerhalb der Kegel- 
fläche liegen. Man nehme nun in DE einen beliebigen Punkt 
F an, verbinde AF und verlängere es, bis es BC im Punkte 
G trifft. Weil nun 6 innerhalb der Kegelfläche liegt, wird 
auch AG und also auch der Punkt F innerhalb derselben lie- 
gen müssen; und auf die nämliche Weise wird gezeigt wer- 
den können, dass alle andern Punkte von DF innerhalb der 
Xegelfläche liegen ; daher liegt also DF selbst innerhalb. 
Man verlängere nun DF zum Punkte H^ so wird behauptet, 
dass EH ausserhalb' der Kegelfläche sich befinde. Sei, wejpin 
es möglich ist, ein Punkt H derselben nicht ausserhalb, und 
werde AH gezogen, so muss dieselbe verlängert, entweder 
den Umfang des Elreises oder innerhalb desselben, die Ebene 
treffen; was nicht geschehen kann, denn sie trifft die ver- 
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längerte BC hier im Punkte jST. Also Hegt EH ausserhalb 
der Kegelfläche. Die Linie DE selbt nun liegt also inner- 
halb; ihre Verlängerung ausserhalb der Kegelfläche. 

§. 3. Lehrsatz 3. Wenn ein Kegel von einer durch 
den Scheitel gelegten Ebene geschnitten wird, so ist der 
Schnitt ein Dreieck. 

Fig. 2. Sei ein Kegel mit dem Scheitel A gegeben, die Grund- 
fläche der Kreis BC, und werde derselbe von einer Ebene 
durch den Scheitel A geschnitten, welche in der Kegelfläche 
die Linien AB,AC bildet, und in der Grundfläche die gerade 
Linie BC\ so wird behauptet, dass ABC ein Dreieck sei. Die 
gerade Linie zwischen A und B muss aber nach §. 1. in der 
Kegelfläche und zugleich auch in der schneidenden Ebene 
liegen nach der Erklärung der Ebene ; also ist sie der Durch- 
schnitt der beiden Flächen, auf dieselbe Weise AC, und BC 
ist eine gerade Linie als Durchschnitt zweier Ebenen; also 
ist ABC ein Dreieck. Wenn also ein Kegel von einer Ebene 
durch den Scheitel geschnitten wird, so ist der Durchschnitt 
ein Dreieck. 

§. 4. Lehrsatz 4. Wenn eine der beiden Flächen, die 
am Scheitel zusammenstossen, durch eine der Grundfläche 
parallele Ebene geschnitten wird, so wird der. Theil der 
Ebene, der innerhalb der Kegelfläche liegt, ein Kreis sein, 
dessen Mittelpunkt in der Achse ist; der Körper aber, der 
von diesem Kreise und demjenigen Theil der Kegelfläche 
begränzt wird, welcher zwischen der schneidenden Ebene und 
dem Scheitel liegt, ist ein KegeL- 

Fig. 8. Es sei eine Kegelfläche mit dem Scheitel A und 
dem Grundkreis BC gegeben, und es werde dieselbe durch 
eine dem Kreis BC parallele Ebene geschnitten, welche die 
Kegelfläche in der Linie DE durchschneidet; so wird be- 
hauptet, dass DE ein Kreis sei, der seinen Mittelpunkt in der 
Abhse hat. Es sei der Mittelpunkt F des Kreises BC ge- 
nommen und von F nach A gezogen, welche Linie der schnei- 
denden Ebene in G begegne, femer durch AF eine Ebene 
gelegt, welche den Grundkreis -in der geraden Linie BCy die 
schneidende Ebene in der geraden DE trifft; endlich nehme 
man in der Linie DE auf der Kegelfläche einen beliebigen 
Punkt Hy ziehe AH, verlängere es, bis es dem Grundkreis 
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in K begegnet und ziehe GH und FK, Da nun die Ebenen 
DHE und BKC parallel sind, werden auch die in denselben 
befindlichen Durchschnittslinien DE und BCy sowie GH und 
FK parallel sein, weshalb 

1) FA:GA = FB : GD 

2) FAiGA^FKiGH 

3) FA:GA = FC:GE , 

— i also : 

FB : GD = FK: GH= FCiGE, und da nun FB = FK= FC, 
muss auch GD = GH=^ GE sein. 

Da nun dasselbe von allen in DE auf der Kegelfläche 
angenommenen Punkten gezeigt werden kann, so ist bewie- 
sen, dass die Durchschnittslinie DE ein Kreis ist und ihren 
Mittelpunkt in der Achse .^IP hat. 

Es erhellt ausserdem aus der Erklärung, dass der von 
dem Kreis DE und demjenigen Theil der Kegelfläche, der 
zwischen diesem Kreis und dem Scheitel A liegt, eingeschlos- 
sene Körper ein Kegel ist, und es ist zugleich gezeigt, dass 
der gemeinschaftliche Durchschnitt der schneidenden Ebene 
und des durch die Achse gelegten Dreiecks ein Durchmesser 
des in der schneidenden Ebene befindlichen Kreises ist. 

§. 5, Lehrsatz 5* Wenn ein schiefer Kegel durch eine 
Ebene geschnitten wird, die durch die Achse geht und senk- 
recht auf der Grundfläche steht und dann von einer zweiten, 
die senkrecht auf der ersten steht, und von dem durch die 
erste gebildeten Achsendreieck ein ähnliches Dreieck derge- 
stalt abschneidet, dass die Winkel an der Grundlinie ver- 
wechselt liegen, so ist der Durchschnitt der zweiten Ebene 
mit dem Kegel ein Ejreis. Man nennt diesen Kreis einen 
Wechselschnitt. 

Es sei ein schiefer Kegel mit dem Scheitel A und der Fig. 4. 
Grundfläche BC gegeben ; derselbe werde durch eine auf der 
Grundfläche senkrechte und durch die Achse gehende Ebene 
geschnitten, welche das Achsendreieck ABC giebt, ferner 
durch eine zweite auf der Ebene ABC senkrechte Ebene, 
welche von dem Dreieck ABC nach dem Scheitel A zu ein 
ähnliches Dreieck AGK abschneidet, dessen Winkel an der 
Grundlinie aber verwechselt liegen, so nämlich, dass der 
/^ AKG = /_ ABC ist, und es sei der Durchschnitt 
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dieser zweiten Ebene mit der Kegelfläche die Linie GHK] 
so' wird behauptet, dass GHK ein Kreis ist. 

Man nehme in den Linien GHK, BC zwei beliebige 
Punkte HjL an und fälle von ihnen auf die zuerst gelegte 
Ebene des Dreiecks ABC Lothe, so müssen diese, weil die 
Ebenen lothrecht stehen, die Durchschnittslinien BC,GK der 
beiden Ebenen BC und GHK mit ABC trefien. Seien also 
diese Lothe HF und LM. Es werde nun durch F mit BC 
eine Parallele DFE gezogen, so wird die durch FH und DE 
gelegte Ebene mit der Grundfläche parallel und also ihr 
Schnitt DHE in dem Kegel ein Kreis sein, dessen Durch- 
messer DE ist, also ist: 

1) HF^=DF'FE. 
Da ferner nach Annahme ^ AKG = ^ ABCy und ^ ABC 
= / ADE ist, ist das /\EFKck:> /\ GFD, und also muss 

EF:GF=FK:DF oder 
2) EF'DF=GF' FK sein, also ist HF^ = GF- FK 

Da niTn dasselbe für alle Punkte des Schnitts GHK be- 
wiesen werden kann, ist gezeigt, dass dieser ein Kreis, und 
dass sein Durchmesser GK ist. 

§. 6. Lehrsatz 6. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gehenden Ebene geschnitten und von einem Punkt 
der Kegelfläche, der nicht in dieser schneidenden Ebene liegt, 
eine Parallele mit einem auf der Grundlinie des entstandenen 
Achsendreiecks in der Grundfläche errichteten Loth gezogen 
wird, so trifft diese Parallele die Ebene des Achsendreiecks, 
und wird, über diesen Durchschnitt hinaus bis wieder an die 
Kegelfläche verlängert, von derselben halbirt. 
rig. 5. Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und dem Grundkreis 
BC gegeben und werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene geschnitten, so dass das Achsendreieck ABC 
entsteht; wird ferner von einem beliebigen Punkt M im Um- 
fang des Grundkreises die Linie MN senkrecht gegen BC, 
und von einem beliebigen in der Kegelfläche angenommenen 
Punkt D die Linie DE parallel mit MN gezogen, so wird be- 
hauptet, dass DE der Ebene des Achsen dreiecks ABC begeg- 
net und, nach der andern Seite bis zu ihrem Durchschnitt mit 
der Kegelfläche verlängert, durch die Ebene des Dreiecks 
ABC halbirt werde. 
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Man ziehe AD, verlängere es, bis es dem Umfang des 
Grundkreises in K begegnet, und falle von K auf BC das 
Loth KHLy so wird KH parallel MN, also auch parallel DE 
sein. Man ziehe nun AH\ da mm in dem Dreieck AHK 
DE parallel mit HK gezogen ist, muss es, verlängert, AH 
treffen und da AH in der Ebene ABC liegt, ist bewiesen, 
dass DE dieser Ebene begegnet; sei nun der Durchschnitts- 
punkt F, und werde DF verlängert, bis es der Kegelfläche 
in G begegnet, so ist noch zu zeigen, dass DF=:FG ist. 
Da aber die Punkte G und L sowohl in der Kegelfläche, als 
in der Ebene des Dreiecks AKH liegen, welche durch den 
Scheitel A des Kegels geht, müssen sie sich mit diesem in 
gerader Linie befinden. Nun ist aber in dem Dreieck AKL 
DG parallel der Basis gezogen, also KH: HL = DF: FG und 
da KH= HL, ist auch DF= FG. q. e. d. 

§. 7. I^ehrsatz 7. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene und zugleich von einer andern 
Ebene, deren Durchschnittslinie mit der Grundfläche senk- 
recht auf der Grundlinie des durch die erste Ebene entstan- 
denen Achsendreiecks oder ihrer Verlängerung steht, ge- 
schnitten wird, so werden diejenigen Linien, welche vom 
Umfang des durch die zweite Ebene entstandenen Kegel- 
schnitts, parallel der in der Grundfläche befindlichen Durch- 
schnittslinie gezogen werden, die gemeinschaftliche Durch- 
schnittslinie der beiden gelegten Ebenen treffen, und auf der 
andern Seite bis zur Kegelfläche verlängert, von dieser Durch- 
schnittslinie halbirt werden. Wenn der Kegel gerade ist, so 
steht die in der Grundfläche befindliche Linie senkrecht auf 
der Durchschnittslinie der schneidenden Ebene und des Achsen- 
dreiecks, ist aber der Kegel schief, so ist das nur dann der 
Fall, wenn die Ebene des Achsendreiecks senkrecht auf der 
Grundfläche des Kegels steht. 

, Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und dem Grundkreis Fig. 6. 
BC gegeben, und werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene in dem Dreieck ABC und von einer zweiten 
Ebene geschnitten, deren Durchschnittslinie DE mit dem 
Grundkreis senkrecht auf BC oder seiner Verlängerung steht. 
Sei nun der durch die zweite Ebene erzeugte Kegelschnitt 
DFE und FG ihr Durchschnitt mit der Ebene des Achsen- 
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dreiecks; und werde endlich von einem beliebigen Punkt H 
des Kegelschnitts eine Parallele HK mit DE gezogen^ so 
wird behauptet; dass HK die Linie FO schneidet, und dar- 
über hinaus bis zum Kegelschnitt verlängert durch FO hal- 
birt werde. 

Die Linie HK erflillt genau die Voraussetzung des vo- 
rigen Lehrsatzes ; weshalb die Eichtigkeit der Behauptung 
erhellt. Es ist nun entweder der Kegel ein gerader, oder 
das Achsendreieck ABC senkrecht auf der Ebene des Grund- 
kreises jBC, oder keines von beiden der Fall. 

Sei nun erstens der Kegel ein gerader, so steht die 
Ebene ABC auf der Grundfläche BC senkrecht, und da DG 
senkrecht auf BC steht, muss es auf der Ebene ABC und 
also auf FG rechtwinklig sein. Derselbe Schluss wird noch 
Statt finden, wenn der Kegel nicht gerade, aber die Ebene 
des Achsendreiecks ABC senkrecht auf der Grundfläche BC 
ist. Ist nun aber keins von beiden der Fall, so kan^ DG 
nicht senkrecht auf FG stehen. Denn wäre DGF ein Rech- 
ter, so miisste, da DGB nach Annahme ein Rechter ist, DG 
ein Loth auf der Ebene ABC und also auch die Ebene BDC 
lothrecht auf ABC sein, was gegen die Annahme ist. 

Zusatz. Hieraus erheUt, dass die Linie FG ein Durch- 
messer des Kegelschnitts DFE ist, da sie alle in demselben 
einer gegebenen Richtung parallel gezogenen Linien halbirt; 
und es erhellt zugleich, dass ein Durchmesser die parallelen 
Linien, die er halbirt, unter schiefem Winkel durchschnei- 
den könne. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene und von einer zweiten Ebene so 
geschnitten wird, dass die Durchschnittslinien dieser Ebenen 
mit der Grundfläche senkrecht auf einander stehen, der 
Durchmesser aber des durch die zweite Ebene entstandenen 
Kegelschnitts mit einer der an den Scheitel anstossenden 
Seiten des in der ersten Ebene liegenden Achsendreiecks 
entweder parallel ist oder jenseit des Scheitels des Kegels 
zusammentrifft, und wenn sowohl die Kegelfläche als die 
schneidenden Ebenen in's Unendliche erweitert werden, so 
setzt sich auch der Kegelschnitt ohne Ende fort und 
eine von einem beliebigen Punkt desselben mit der in der 
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Grundfläche befindlichen Durchschnittslinie gezogene Paral- 
lele schneidet auf dem Durchmesser vom Scheitel an gerech- 
net immer eine gewisse Länge ab. 

Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grundfläche Fig, 7. 
BC gegeben, und werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene so geschnitten, dass das Achsendreieck ABC 
entsteht und von einer zweiten Ebene, deren Durchschnitt 
DB mit der Grundfläche senkrecht auf BC steht, und welche 
mit der Kegelfläche die Durchschnittslinie DFJS hat; der 
Durchmesser dieses Kegelschnitts sei jPG, welcher mit AC 
entweder parallel ist, oder jenseit des Scheitels A zusammen- 
triflFfc, so wird behauptet, dass sich dör Kegelschnitt BFB in's 
"Unendliche fortsetze, wenn die Kegelfläche und die schnei- 
dende Ebene in's Unendliche erweitert werden. Man ver- 
längere zugleich die Linien AB, AC, FG, so werden nach 
Voraussetzung AC, FG über C und G verlängert niemals 
zusanamentreffen. Sei mm H ein beliebiger Punkt der ver- 
längerten FG und werde durch H die Linie KUL parallel 
mit BC und MHN parallel mit DE gezogen, so wird die 
durch KL, MN gelegte Ebene parallel der durch BC, DE 
gehenden Grundfläche des Kegels, und folglich ihr Durch- 
schnitt mit der Kegelfläche ein Kreis sein. Da nun die 
Punkte D, E, M, N sowohl in der zweiten schneidenden 
Ebene als in der Kegelfläche liegen, so ist gezeigt, dass der 
Kegelschnitt bis zu den Punkten M, N sich fortsetzt, und 
also auch in's Unendliche sich fortsetzen wird, wenn sowohl 
die Kegelfläche als die schneidende Ebene gehörig erwei- 
tert werden. 

Es erhellt zugleich, dass es möglich ist, in dem Kegel- 
schnitt durch eine Parallele mit DE jede beliebige Länge, 
vom Durchmesser FH von F gerechnet, abzuschneiden. Denn 
sei F^ irgend eine gegebene Länge, so wird die durch X 
mit DE gezogene Parallele, wie eben von der durch H ge- 
legten gezeigt ist, den Kegelschnitt in zwei Punkten schnei- 
den müssen. 

§. 9. Lehrsatz 9. Wenn ein Kegel von einer Ebene, 
die beide Schenkelseiten eines Achsendreiecks trifil, und 
weder der Grundlinie parallel noch ein Wechselschnitt ist, 

Apollonius, Kegelschnitte. 2 
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durchschnitten wird, so ist der entstandene Kegelschnitt keii 
Kreis. 
Fig. 8. Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grundfläche 
BC gegeben, und werde derselbe von einer Ebene, die we- 
der der Grundfläche parallel noch ein Wechselschnitt ist^ 
geschnitten, so dass der Kegelschnitt DKE entsteht, so wird 
behauptet, dass DKE kein Kreis sei. Angenommen er wäre 
ein Kreis, so erweitere man die schneidende Ebene, bis sie 
die Grundfläche in der Linie FG schneidet, und falle vom 
Mittelpunkt H der Grundfläche BC ein Loth HG auf diese 
Durchschnittslinie; dann lege man durch HG und die Achse 
des Kegelö eine Ebene, welche die Kegelfläche in den Gera- 
den AB und AC trifit, so werden die Punkte D, E, in denen 
diese Geraden die schneidende Ebene DKE treffen, mit G 
in gerader Linie liegen, da sie in der^ Durchschnittslinie der 
Ebenen ABC, DKE liegen müssen. Sei nun K ein beliebi- 
ger Punkt des Kreises DKE, und werde durch K eine Pa- 
rallele KL mit FG gezogen, so wird dieselbe nach §. 7. in 
ihrem Durchschnittspunkt M mit DE halbiii;, und da dieses 
von allen mit FG parallel gezogenen Sehnen des Kreises 
DKE gilt, muss DE ein Durchmesser dieses Kreises sein. 
Da also DE auf KM und folglich auch auf FG lothrecht 
steht, ist FG und deshalb auch die Ebene DKE lothrecht 
auf der Ebene ABC, Man ziehe nun noch durch M die 
Parallele NMX mit BC, so wird, da auch KL parallel FG ist, 
die durch KL, MX gelegte Ebene der Qrundfläche parallel 
und also ein Kreis sein. Nun wäre: 

Ä3f2 = NM'MX= DM' ME, also A ^^^ ähnlich 
A MXE und Winkel ANX gleich Winkel AED, also der 
Schnitt DKE ein Wechselschnitt, was gegen die Annahme 
ist. Also ist gezeigt, dass DKE nicht ein Kreis sein kann. 

§. 10. Lehrsatz 10. Wenn in einem Kegelschnitt zwei 
Punkte angenommen werden, so wird ihre Verbindungslinie 
innerhalb des Kegelschnitts und deren Verlängerung ausser- 
halb desselben fallen. 

Nach §. 2. fällt eine solche Verbindungslinie innerhalb 
des Kegels, also auch innerhalb des Kegelschnitts. 

§. 11. Lehrsatz 11. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene und von einer zweiten Ebene so 
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'tt kein geschnitten wird, dass die Durchschnittsli^len d^r beiden Ebe- 
nen mit der Grundfläche senkrecht auf einander stehen und 
M"h wenn der Durchmesser des durch die zweite Ebene erhalte- 
j. nen Kegelschnitts einer Schenkelseite des Achsendreiecks 

, ... parallel ist, so ist das Quadrat einer von einem beliebigen 

.1 Punkt des Kegelschnitts in der zweiten Ebene parallel der 

so wirii ^ 

in der Grundfläche befindlichen Durchschnittslinie bis zum 
er wäre 
- . . Durchmesser hin gezogenen Linie gleich dem Rechteck aus 

[ dem durch diese Linie vom Durchmesser nach dem Scheitel 

.. hin abgeschnittenen Stück und einer andern Länge, welche 

sich zu dem den Scheitel des Kegels mit dem des Kegel- 
schnitts verbindenden Stück ebenso verhält wie das Quadrat 
der Grundlinie des Achsendreiecks zu dem Rechteck aus 
den beiden übrigen Seiten. Ein Kegelschnitt dieser Art 
heisst eine Parabel. 

Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grundfläche Fig. 9. 
BC gegeben und werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene, die das Achsendreieck ABC bildet, und von 
§• einer zweiten Ebene geschnitten, deren Durchschnitt DE mit 

"• ^ . der Grundfläche senkrecht auf der Grundlinie BC des Achsen- 

^^®^^. dreiecks steht, und welche in der Kegelfläche die Linie DFE 

'^ ®^^^ bildet, deren Durchmesser FO parallel der Seite AC des 
Achsendreiecks ist; werde femer in der zweiten Ebene von 
F aus unter rechtem Winkel gegen FG eine Linie FH ge- 
zogen, so dass FH:FA = BC^ :BA- CA ist, und endlich 
FG-m ^^^ einem beliebigen Punkte K des Kegelschnitts bis zum 
>aralß Durchmesser hin eine Parallele KL mit der Linie DE] so 
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wird behauptet: 

KL^=FL' FH. 

Man ziehe noch durch L die Parallele MN zu der Linie 

iTiiB. ^^' ®^ ynrd die durch KL, MN gelegte Ebene der Grund- 

j fläche parallel und ihr Durchschnitt mit der Kegelfläche ein 

-. •„ Kreis sein; da nun nach Annahme DJS senkrecht auf ÄC, ist 

5 auch KL senkrecht auf LM und also KL^ = ML • LN. Es 

^^ ist aber 

,^lb 1) ML:FL=BC:AC, 

2) LN : FA = BC : AB, 

' woraus: 

durcl' 3) ML-LN: FL -FA = BC^ -.AC- AB oder nach Annahme 
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4) ML . LN: FLFA = FH : FA, und also : 

5) KL^=ML' LN= FL • FH q. e. d. 

Die Linie FH oder die constante Seite des Rechtecks, 
dessen andere Seite die Abscisse ist; und welches dem Qua*- 
drat der Ordinate gleich ist, heisst Latus rectum oder Pa- 
rameter. 

§. 12. Lehrsatz 12. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene lüid von einer zweiten Ebene ge- 
schnitten wird, so dass die Durchschnittslinien beider Ebenen 
mit der Grundfläche senkrecht auf einander stehen, und wenn 
der Durchmesser des durch die zweite Ebene entstandenen 
Kegelschnitts mit der einen Schenkelseite des in der ersten 
befindlichen Achsendreiecks jenseit des Scheitels des Kegels 
zusammentrifft, so wird das Quadrat einer von einem Punkt 
des Kegelschnitts bis zum Durchmesser hin parallel mit der 
in der Grundfläche befindlichen Durchschnittslinie gezogenen 
Ordinate gleich sein einem Rechteck, zu dessen einer Seite 
(der Länge) das Stück des verlängerten Durchmessers, das 
von dem Aussen winkel des Achsendreiecks am Scheitel des 
Kegels abgeschnitten wird, dasselbe Verhältniss hat, als das 
Quadrat einer vom Scheitel des Kegels parallel dem Durch- 
messer des Kegelschnitts bis zur Grundfläche gezogenen 
Linie zu dem Rechteck der hierdurch in der Grundlinie des 
Achsendreiecks gebildeten Abschnitte, und dessen andere 
Seite (die Breite) die von der Ordinate auf dem Durchmes- 
ser abgeschnittene Abscisse ist, wenn dieses Rechteck noch 
vermehrt wird um ein anderes von gleicher Breite, das ähn- 
lich und ähnlich gelegen ist mit einem andern, dessen Seiten 
das auf dem Durchmesser vom Aussenwinkel an der Spitze 
des Achsendreiecks abgeschnittene Stück und die Länge des 
vorerwähnten Rechtecks sind. Ein Kegelschnitt dieser Art 
heisst eine Hyperbel. 

Anm. Dieser etwas weitläufige Ausdruck ist beibehalten, weil gerade 
auf der Hinzufügung des zweiten Rechtecks der Name „Hyperbel" beruht; 
sonst kann einfacher gesagt werden: das Quadrat der Ordinate verhält slcli zu 
dem Rechteck aus den Abscissen, die vom Fasspunkt der Ordinate bis zu den 
Scheiteln des Kegelschnitts und seines Gegenschnitts gerechnet werden, wie 
das Quadrat der vom Kegelscheitel nach der Grundfläche parallel dem Durch- 
messer gezogenen Linie zu dem Rechteck der durch dieselbe auf der Grund* 
linie des Achsendreiecks entstandenen Abschnitte. 
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Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der (Grrundfläche Fig. lo. 
BC gegeben, und werde er von einer Ebene durch die Achse 
geschnitten, welche das Achsendreieck ABC bildet, und von 
einer zweiten, welche die Grundfläche in der Linie DE senk- 
^^®^ ^*' recht auf BC und die Kegelfläche in der Linie DFE durch- 
schneidet, deren Durchmesser GF verlängert mit der Seite 
er durcii j^q ^^g Achsendreiecks jenseit des Scheitels in H zusam- 
t)ene ge^ mentrifft. Werde ferner vom Scheitel A mit FG die JParal- 
Ebenen j^j^ ^^ l^jg 2u ihrem Durchschnitt mit BC und in F in der 
nd wenn schneidenden Ebene DFE ein Loth FL auf FG gezogen, so 
andenen jass AK^ :BK- CK=^ FH: FL ist; sodann von einem belie- 
r ersten bigen Punkte M des entstandenen Kegelschnitts bis zum 
Kegels Durchmesser hin die Linie MN parallel mit DEj endlich 
1 Puuit yqh 2V parallel mit FL die Linie NOX, welche von der Ver- 
init der bindungslinie HL in X getroffen wird, und durch L und X 
zogen&^ die Linien LOy XP parallel mit FNj so 1?^ird behauptet: 
3r Seite - Mm = FN'XN. 

rs, das Man ziehe noch durch N die Linie RS parallel mit BC, 

itel des so wird die durch MN^ RS gelegte Ebene parallel der Grund- 
ais das fläche, also ihr Durchschnitt mit der Kegelfläche ein Kreis, 
purch' und da nach Annahme DE senkrecht auf BC, also auch MN 
jogenen senkrecht auf RS ist, 1) MN^ = RN • NS sein. Nun ist 
nie des 2) RN:FN^BK: AK, 

andere 3) NS :HN=CK:AK, ^j^^ 

'chmei' ^^ j^j^ j^g . jy.^ jjj^^ ^^ CKiAK^, aber nach An- 

k »^^^ nähme BK- CKiAK^ = LF: HF= XN: HN, also 



is 



ahn- 



5) RN' NS:FN'HN= XN: HN, und 

Sei^ 6) MN^ = RN . NS = FN- XN. q. e. d. 

^^^ Die Linie LF heisst der Parameter oder das Latus re- 

y^ c.u„, di, LUe flF d« L..U. tan^er.™. 

§. 13. Lehrsatz 13. Wenn ein Kegel von einer durch 

grer»* ^^® Achse gelegten Ebene und von einer zweiten Ebene ge- 

^,eroJi*' schnitten wird, die beide Schenkelseiten des durch die erste 

sieb- ^^ entstandenen Achsen dreiecks trifft und weder parallel der 

^u o^^ Grundfläche noch ein Wechselschnitt ist, und wenn die 

®**' jj, Durchschnittslinien der beiden Ebenen mit der nöthigenfalls 

rrüp^' erweiterten Grundfläche senkrecht auf einander stehen, so 

ist das Quadrat einer von einem beliebigen Punkt des Kegel- 
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Schnitts parallel der in der Grundfläche befindlichen Durch- 
schnittslinie bis zum Durchmesser gezogenen Ordinate gleich 
einem Rechteck, zu dessen einer Seite (der Länge) der Durch- 
messer des Kegelschnitts dasselbe Verhältniss hat, als das 
Quadrat einer vom Scheitel des Kegels parallel mit dem 
Durchmesser bis zu der erweiterten Grundfläche gezogenen 
Linie zu dem Rechteck aus den beiden Abschnitten , welche 
durch diese auf der verlängerten Grundlinie des Achsendreiecks 
entstehen, und dessen andere Seite (die Breite) eine der bei- 
den zu der Ordinate gehörigen Abscissen ist, wenn dieses 
Rechteck noch vermindert wird um ein anderes von gleicher 
Breite, das ähnlich und ähnlich gelegen ist mit dem zwischen 
dem Durchmesser und der vorerwähnten Länge des ersten 
Rechtecks enthaltenen. Ein Kegelschnitt dieser Art heisst 
eine Ellipse. 
Fig. 11. Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grund- 
fläche BC gegeben imd werde derselbe von einer durch die 
Achse gelegten Ebene, welche das Achsendreieck ABC bildet, 
und von einer zweiten Ebene geschnitten, die mit den beiden 
Seiten AByAO oder ihren über B und C hinaus gehenden 
Verlängerungen in den Punkten JB und D zusammentriflFt, 
und weder der Grundfläche parallel noch ein Wechselschnitt 
ist, und deren Durchschnittslinie G¥ mit der nöthigenfalls 
erweiterten Grundfläche senkrecht auf der nöthigenfalls ver- 
längerten BC steht. Sei JSLD der hierdurch entstandene Ke- 
gelschnitt und iSi) sein Durchmesser, und werde in £ in der 
Ebene ELD ein Loth EH errichtet, so dass, wenn AK eine 
von dem Scheitel des Kegels parallel mit TSJ) bis zur Grund- 
fläche gezogene Linie ist^ ED:EH= AIP iBK-CK ist, fer- 
ner von einem beliebigen Punkt L des Kegelschnitts die Or- 
dinate LM parallel mit der Durchschnittslinie FG gezogen 
und endlich in M eine Parallele mit EH, die der von D nach 
H gezogenen Verbindungslinie in X begegnet, und in X und 
H die Parallelen -Xö und HAT mit DJB, so wird behauptet: 

ML2 = EOXM. 
Man ziehe noch durch M die Linie PR parallel mit BC^ 
so ist ähnlich wie in den früheren Sätzen: 

1) L&P == PM' MR, 

2) PM:EM = BKiAKj 
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3) MR:J)M=CK:AK, , 

^ -1- also 

4) PM^MR:EM'DM=BK'CK:AK^, da aber nach 
Annahme BK • CK: AIP =EH;ED =XM : DM, ist 

5) PM*MR:EMDM=XM:DMy und also 

6) LM^ = PM' MR x= EM^ XM. q. e, d. 

Die Linie EH heisst der Parameter oder das Latas re- 
ctnm; die Linie ED das Latus transversum. 

Anm. Die beiden letzten Lehrsätze über Hyperbel und Ellipse lassen fol- 
genden Ansdrack zu : „Werden von beliebigen Punkten eines Kegelschnitts Or- 
dinaten bis zn dem zagehörigen Durchmesser gezogen, so verhält sich bei 
Ellipse und Hyperbel das Quadrat jeder Ordinate zu dem Rechteck aus den 
Abschnitten, die sie auf dem Querdurchmesser bildet, wie das zugehörige latus 
rectum zum latus transversum. Bei der Parabel entsteht durch jede Ordinate 
auf dem Durchmesser nur ein Abschnitt und verhalten sich die Quadrate der 
Ordinaten wie die zugehörigen Abschnitte. Von dieser Form der Sätze 11 — 13 
machen wir im Folgenden häufig Gebrauch. 

§. 14. Lehrsatz 14. Wenn die am Scheitel zusam- 
menstossenden Kegeläächen von einer nicht durch den Schei- 
tel gehenden Ebene geschnitten werden, so entsteht in jeder 
der Flächen ein Schnitt, der Hyperbel heisst, und beide 
Schnitte haben denselben Durchmesser, die Parameter, die zu 
den Ordinaten gehören , welche der Grundfläche des Kegels 
parallel sind, sind in beiden gleich^ das latus transversum, 
nämlich die Verbindungslinie der beiden Scheitel, ist beiden 
gemeinschaftlich. Solche Schnitte heissen Gegenschnitte. 

Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grundfläche Fig. is. 
BC gegeben und werde derselbe von einer nicht durch den 
Scheitel gehenden Ebene, die beide am Scheitel zusammen- 
stossende Kegelflächen trifi%, geschnitten, so dass in der 
einen derselben der Schnitt DEF, in der andern KHG ent- 
steht, so wird behauptet, dass beide Schnitte Hyperbeln sind, 
die einen gemeinschaftlichen Durchmesser und ein gemein- 
schaftliches latus transversum so wie gleiche Parameter haben. 

Man lege eine der Grundfläche parallele Ebene jen- 
seit des Scheitels, die die zweite Kegelfläche in dem Kreis 
XKOO trifi%, femer falle man vom Mittelpunkt L der Grund- 
fläche ein Loth LM auf die Durchschnittslinie DF dieser 
Grundfläche mit der SchnittebenC; und lege durch ML und 
A eine Ebene, die also auch den Mittelpunkt Y des Kreises 
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XKOG trifft; und In der untern Kegelfläche das Achsendreieck 
ABC, in der oberen AOX bildet, so wird auch der Durch- 
messer OX senkrecht auf der Durchschnittslinie KG der 
Schnittebene mit der Ebene des Kreises XKOG stehen, femer 
wird die zuletzt gelegte Ebene die Schnittebene längs der 
Geraden MEHN und die Kegelflächen in den Geraden BEAO, 
CAHX treffen. Zieht man nun noch durch A die Parallele 
SAT mit MN und errichtet in den Punkten E und H der 
Schnittebene Lothe auf MNjEP und HR, so dass 

1) EH: EP= AS^ iBSSC und 

2) EH:HR = AT^ :XTOT ist, so werden nach 
§. 12. EP und HR die Parameter der Hyperbeln DEF und 
GHK, die Gerade MN ihr gemeinschaftlicher Durchmesser 
und EH das ebenfalls gemeinschaftliche latus transversum. 
Da aber 

3) AS:SB=zAT:TO, 

4) AS:SC = AT:TX 

aus Aehnlichkeit der betreffenden Dreiecke, ist auch 

, 5) AS^ : SB . SC=AT^ : TO . TX, 

und also, wenn man (1) und (2) vergleicht, EP= HR. q. e. d, 

Anm. Nun lässt sich die in Anm. zu §. 13. angegebene Eigenschaft auch 
auf zwei Gegendchnitte ausdehnen, und lautet also: Wird in einem Gegenschnitt 
zu irgend einem Durchmesser eine beliebige Ordinate gezogen und in dem an- 
dern Gegenschnitt für denselben Durchmesser eine andere, so verhalten sich 
die Quadrate dieser Ordinaten wie die Rechtecke aus den durch eine jede der- 
selben auf dem Durchmesser entstandenen Abschnitten. 

§. 15. Lehrsatz 15. Wenn in einer Ellipse von dem 
Mittelpunkt eines Durchmessers eine zugehörige Ordinate 
gezogen und nach beiden Seiten bis zum Durchschnitt mit 
derselben verlängert wird, und wenn sich die so erhaltene 
ganze Linie zum Durchmesser verhält wie der Durchmesser 
zu einer dritten Linie, so ist das Quadrat der geraden Linie, 
die von einem beliebigen Punkt der Ellipse parallel dem 
Durchmesser bis zur Ordinate gezogen wird, gleich einem 
Rechteck aus der vorerwähnten dritten Proportionale und dem 
Stück der Ordinate von der Ellipse bis zu den zuletzt gezo- 
genen Parallelen vermindert um ein anderes ßechteck von 
derselben Breite, das ähnlich und ähnlich gelegen ist dem 
aus der verdoppelten Ordinate und der erwähnten dritten Pro- 
portionale. Verlängert man diese Parallele über die Ordinate 
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hinaus bis zu ihrem zweiten Durchsclinitt mit der Ellipse^ so 
wird sie durch die Ordinate halbirt. 

Sei eine Ellipse mit dem Durchmesser AB gegeben und Fig. is. 
durch die Mitte C des Durchmessers eine zugehörige Ordi- 
nate DCE nach beiden Seiten hin bis an den Umfang gezo- 
gen. In 2> errichte man ein Loth DF auf CD^ so dass 

DE : AB = AB :DF ist, 
und ziehe EF] dann ziehe man von einem beliebigen Punkt 
G der Ellipse eine Parallele mit AB, bis sie DE in H und 
verlängert die Ellipse zum zweiten Male in F schneidet, 
vollende nun das Kechteck HDF zur Ecke K und ziehe 
durch den Schneidungspunkt L von EF und HK eine Pa- 
rallele LM mit HD, so wird behauptet: 

1) * GH^ = DHLM, 

2) GH =HV. 

Beweis. Nach Anm. zu §. 13. ist 

1) GX^ : D(P =AX'XB: AO, oder da 

AX' XB = AC^ — CX^, 

2) GZ2 : 2)C2 = AC^ — CX? : AC^, woraus dividendo. 

3) DC'2 _ QX2 : 2)C2 = CX^ : AC^, da aber 
GX= CH, ist DC^ — GX^ = DH' EH, 

also 4) DH' EH: DC^ = CJSP : AC^ oder 
DH' EH'.DE^ = CX^ i AB^, da nun EH:DE=HL:DF, 
und AB^ =DE'DF ist, ergiebt sich 

5) DHHLiDE' DF = CX? : AB^, oder 
DH' HL = CX^ = GH^. q. e. d. 

Um nun zu zeigen, dass GH^=^HV ist, ziehe man von 
V noch die Ordinate VQ, dann ist VQ = GX, also 

AX'XB = AQ'QB oder 
AC^ — CX^ = BC^ — CQ^, da aber AC = BC, ist also auch 

CX=CQ d.h. GH = HV. 

§. 16. Lehrsatz 16. Wenn durch den Punkt, welcher 
den Querdurchmesser zweier Gegenschnitte halbirt, eine Linie 
parallel den zugehörigen Ordinaten gezogen wird, so ist 
dieselbe ein Durchmesser, der dem ersten zugeordnet (con- 
jugirt) genannt wird. 

Seien zwei Gegenschnitte GA, HB mit dem Durchmesser rig. i4. 
AB gegeben und in der Mitte C des letzteren die den zuge- 
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hörigen Ordinaten parallele CD gezogen, so wird behauptet, 
dass CD ein dem AB zugeordneter Durchmesser ist 

Man nehme in einem der Schnitte einen beliebigen 
Punkt G und ziehe von da eine Parallele mit AB^ bis sie , 
den andern Schnitt in H trifft, ziehe in G und H die. zuge- 
hörigen Ordinaten GK,HL. Da nun nach AnuL zu §. 14. 
GK^iHL^ =KA'Kß:LA'LB, GZ aber gleich ÄL, ist auch 

1) KA*KB = LA'LB, oder 

2) KC^—AC^ = CL^—BC^ und da. AC = BC, 
auch • KC=LC oder GX = XH. q. e. d. 

Zweite Reihe von ErkläroDgen. 

1) Der Punkt, welcher einen Durchmesser einer Ellipse 
oder Hyperbel halbirt, heisst der Mittelpunkt des Ke- 
gelschnitts. 

2) Eine Linie, die vom Mittelpunkt nach dem Umfang ge- 
zogen wird, heisst ein Badius oder Halbmesser des- 
selben. ' 

3) Auf ähnliche Weise heisst auch der Punkt, welcher das 
latus transversum zweier Gegenschnitte halbirt, der Mit- 
telpunkt derselben. 

4) Eine Linie, die vom Mittelpunkt parallel den einem ge- 
gebenen Durchmesser zugehörigen Ordinaten gezogen 
wird, gleich der mittleren Proportionale zwischen dem 
latus rectum und transversum ist und im Mittelpunkt 
halbirt wird, heisst der zweite oder conjugirte Durch- 
messer. 

5) Das Eechteck aus dem latus transversum und dem latus 
rectum, die zu einem Durchmesser gehören, heisst das 
zum Durchmesser gehörige Rechteck. 

6) Die Linie, welche die Berührungspunkte zweier Tan- 
genten verbindet, heisst die Berührungssehne. 

Anm. Für die am Schluss der §§.11,12,13 erklärten Längen des 
latus transversum und latus rectum werden der Abkürzung halber im Folgen- 
den die Buchstaben t und r gebraucht, wobei zu erwähnen ist, dass diese Na- 
men selbst nichts weiter bedeuten, als wagrechte und senkrechte Seite des 
zii einem Durchmesser gehörigen Rechtecks. Aus diesem letzteren Grunde ist 
auch der Ausdruck „latus rectum** statt des in neuerer Zeit üblichen „Parame- 
ter** in der vorliegenden Arbeit meistens beibehalten worden* 
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Die Erkl. 5. und 6. hat der Uebersetzer zur Bequemlich- 
keit des Ausdrucks hinzugefügt. 

§. 17. Lehrsatz 17. Wenn vom Endpunkt eines Durch- 
messers in einem Kegelschnitt eine Linie parallel den zuge- 
hörigen Ordinaten gezogen wird, so fällt dieselbe ganz ausser- 
halb des Kegelschnitts. 

Sei ein Kegelschnitt mit dem Durchmesser AJB gegeben, Fig. i5. 
so wird behauptet, dass die vom Scheitel A den zugehörigen 
Ordinaten parallel gezogene Linie ausserhalb des Kegel- 
schnitts fallt. Denn wäre dies nicht der Fall und schnitte 
sie den Kegelschnitt in (7, so würde, da von einem beliebigen 
Punkt C des Kegelschnitts die Ordinate CA gezogen ist, diese 
von dem Durchmesser halbirt werden müssen, also A zugleich 
Mitte und Endpunkt von CA sein, was unmöglich ist. 

§. 18. Lehrsatz 18. Wenn eine Linie einem Kegelschnitt 
(Parabel oder Hyperbel) begegnet und verlängert nach bei- 
den Seiten au ausserhalb desselben liegt, und wenn von einem 
innerhalb desselben befindlichen Punkt eine Parallele mit 
dieser Linie gezogen wird, so schneidet diese, gehörig ver- 
längert, an beiden Seiten den Kegelschnitt. 

Sei ein Kegelschnitt und die ihn treffende Linie AEB, pig. le. 
welche verlängert an beiden Seiten ausserhalb des Kegel- 
schnitts fallt, gegeben, und werde von einem innerhalb des- 
selben befindlichen Punkt C eine Parallere mit AB gezogen, 
so behaupte ich, dass CD gehörig verlängert an beiden Sei- 
ten dem Kegelschnitt begegne. Man nehme irgend einen 
Punkt F auf dem Kegelschnitt und verbinde E mit F. Weil 
nun AB der Linie CD parallel ist, und EF die Linie AB 
trifft, muss sie auch CD treffen. Wenn nun der Durch- 
schnittspunkt zwischen E und F fallt, ist klar, dass CD nach- 
her den Kegelschnitt treffen muss, da EF ein begränztes 
Segment desselben abschneidet, wenn aber ausserhalb E, muss 
CD den Kegelschnitt schon vorher getroffen haben. Also 
trifft CD nach der Richtung EB zu verlängert den Kegelschnitt. 
Auf gleiche Weise kann gezeigt werden, dass sie auch nach 
der Seite EA hin demselben begegne, wozu nur nöthig ist 
eine Sehne JSF, auf der andern Seite des Punktes C zu ziehen 
und dann ebenso wie oben zu schliessen. Folglich schneidet 
CD gehörig verlängert an beiden Seiten den Kegelschnitt. 
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§. 19. Lehrsatz 19. In einem Kegelschnitt trifft je 
gerade Linie; die vom Durchmesser aus parallel den zugehe 
rigen Ordinaten gezogen wird, den Kegelschnitt 
Fig. 17. Sei ein Kegelschnitt mit dem Durchmesser AB gegebe 
und werde ein beliebiger Punkt B darauf angenommen, und 
von B eine Linie BC parallel den zu diesem DurchmesB 
gehörigen Ordinaten gezogen, so wird behauptet, dass B 
gehörig verlängert, den Kegelschnitt trifft. Man nehme eine 
beliebigen Punkt 2> im Kegelschnitt, so wird die von A nac 
D gezogene Linie innerhalb des Kegelschnitts fallen. WeiJ 
aber die von A aus den zum Durchmesser AB gehörigen Or«< 
dinaten parallel gezogene Linie (nach §. 17.) ausserhalb des 
Kegelschnitts liegt, AD aber denselben trifft, wird eine von 
B aus den Ordinaten parallel gezogene Linie BC mit AD zur 
sammentreffen müssen. Wenn dies nun zwischen A und D 
geschieht, wird BC nachher den Kegelschnitt treffen müssen, 
wenn aber jenseit X>, muss sie schon vorher den Kegelschnitt 
geschnitten haben. Also schneidet die von einem beliebigen 
Pimkt des Durchmessers den zugehörigen Ordinaten parallel 
gezogene Linie den Kegelschnitt. 

§. 20. Lehrsatz 20. Die Quadrate zweier Ordinaten, 
die an denselben Durchmesser einer Parabel gezogen sind, 
verhalten sich wie die Abschnitte desselben vom Scheitel bis 
zu den Fusspunkten. 

Wendet man Zeile 5. des Beweises von §.11. auf zwei 
verschiedene Punkte Ä^Ä, an, so hat man KL^ = FL. FH 
und K^L^^—FL^'FHy woraus KL^ iK^L^^ ^ FL: FL^. 
q. e. d. 

Anm. d. Eutoc. Fig. 18. Hieraus ergiebt sich ein Mittel für die Con- 
stmction der Parabel durch einzelne Punkte. Man ziehe eine gerade Linie mit 
dem festen Endpunkt Ä und von beliebigen Punkten derselben BjC unter be- 
Uebigem Winkel die ParaUelen BDfiE, so dass BD^ : CE^ =BÄ:CA, so sind 
DyE zwei Punkte der Parabel, deren Scheitel Ä ist. 

§. 21. Lehrsatz 21. Wenn in einer Hyperbel oder 
EUipife oder in einem Kreis Ordinaten gezogen werden, so 
verhält sich das Quadrat einer jeden derselben zu dem Becht- 
eck der Abschnitte, die sie auf dem latus transversum bildet, 
wie das latus rectum zum latus transversum; also die Quadrate 
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zweier Ordinaten unter sich wie die Rechtecke aus den auf 

I I * 

J^ dem latus tfansversum entstandenen Abschnitten. 

5* Setzt man in Zelle 5. des Beweises zu. §. 12.. statt RN' SN 

seinen Werth MN^ und statt XN: ÄATdas gleiche Verhältniss 
LF : HF, so erhält man den ersten Theil der Behauptung für 
die Hyperbel, und wenn man diesen auf zwei beliebige Punkte 
der Hyperbel anwendet, durch Vergleichung leicht den zweiten 
Theil. Auf ähnliche Weise verfährt man mit Zeile 5« in 
§. 13., dann hat man den Satz auch für die Ellipse. 

Anm. 1. des Eatocius. Beim Kreis ist das latas rectum gleich dem 
latus transvcrsum and die Ordinaten stehen senkrecht auf dem Durchmesser. 

Anm. 2. desselben. Ans dem Lehrsatz ergiebt sich die folgende Constraction Fig. 19. 
einer Hyperbel. Sei AB eine gerade Linie, die über A hinaus beliebig verlängert 
wird, in A die Länge AC senkrecht dagegen gezogen, und B mit C verbun- 
den. In beliebigen Punkten jB7, G der verlängerten BA errichte man Lothe 
EH, GK^ bis sie die verlängerte BG in H, K schneiden, und ziehe unter be- 
liebigem Winkel von E uhd G die Parallelen ED, GF, so dass DE^ = AE - 
EH und FG^ = AG - GK ist, so sind D, F Punkte der Hyperbel. Auf ähn- 
liche Weise verfahrt man bei der Ellipse. 

§. 22. Lehrsatz 22. Jede Sehne einer Parabel oder 
Hyperbel, die den Durchmesser nicht innerhalb des Kegel- 
schnitts schneidet, trifft ihn ausserhalb. 

Sei eine Parabel oder Hyperbel mit dem Durchmesser pig. 20 a. 
AB, und eine Sehne CD, die den Durchmesser nicht innerhalb 
trifft, gegeben, so wird behauptet, dass die verlängerte CD 
ausserhalb des Kegelschnitts mit AB zusammentrifft^ Man 
ziehe von C und D die Ordinaten CE, DB und betrachte 
zuerst die Parabel. Dann ist CE^ : DB^ = AE : AB, da aber 
AE > AB, muss auch CE > DB, also kann nicht CD paral- 
lel AB sein, und da es nicht innerhalb mit AB zusammen- 
trifft, muss es ausserhalb des Kegelschnitts geschehen. 

Betrachtet man nun die Hyperbel, deren latus transver-rig. 20 b. 
sum AF sei, so ist CE^ :DB^ =AE'FE:AB'FB, und da 
AE'FE>ABFB, auch CE > DB, weshalb CD mit AB 
zusammentreffen muss, und da es nicht innerhalb geschehen 
kann, so muss also CD ausserhalb des Kegelschnitts mit AB 
zusammentreffen. 

Anm. Bei der Hyperbel ist leicht zu zeigen, dass Ol) zwischen A und der 
Mitte M des latus transversum die Linie AB durchschneiden muss. Denn man 
verwandelt obige Proportion leicht in CE^ : DB* = ME^ — MA^iMB* —MA* 
und da ME> MB^ muss CE* : DB* > ME* : MB* (wenn man zu 
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Zähler nnd Nenner eines anächten Brachs Gleiches addirt, wird der Bruch 
kleiner), also aach CE : DB >- ME : MB, woraus die Behauptung erhellt. 

§. 23. Lehrsatz 23* Je^e Sehne einer Ellipse^ welche 
zwei conjugirte Durchmesser innerhalb der Ellipse nicht 
schneidet; trifft dieselben ausserhalb. 
Pig. 21. Sei eine Ellipse mit den conjugirten Durchmessern AB, 
CD gegeben, und zwischen den Endpunkten A und C der- 
' selben zwei Punkte E und F in dem Umfang angenommen 
und durch eine gerade Linie verbunden, so wird behauptet, 
dass EFj verlängert, beide Durchmesser ausserhalb des Kegel- 
schnitts treffe. Man ziehe von den Punkteh E und F gegen 
den Durchmesser AB hin die Ordinaten EG, FH, und gegen 
CD hin EK, FL, so ist 

1) EG^ : Fm =AG'BG:AH' BH, 

2) FL^ : EK^ = CL - LD: CK - lO). 

Da aber H weiter von der Mitte M von AB entfernt 
liegt als G, ist AG*BG>AH'BH, und da K weiter von 
der Mitte M von CD entfernt liegt als L, ist CL*LD> 
CK^KD, folglich auch EG > FH und FL > EK, weshalb EF 
weder mit AB noch mit CD parallel sein kann, und da es 
innerhalb die Durchmesser nicht mehr schneiden kann, muss 
es sie ausserhalb treffen. 

§. 24. Lehrsatz 24. Wenn eine gerade Linie einer 
Parabel oder Hyperbel in einem Punkte begegnet und nach 
beiden Seiten hin ausserhalb des Kegelschnitts liegt, so wird 
dieselbe den Durchmesser schneiden. 
Fig. 22. Sei eine Parabel oder Hyperbel mit dem iDurchmesser 
AB gegeben, und begegne ihr die gerade Linie CDE im 
Punkte D, so dass sie zu beiden Seiten von D .ausserhalb 
des Kegelschnitts fallt, so wird behauptet, dass CDE den 
Durchmesser AB schneidet. Man nehme auf der von D aus 
dem Scheitel abgewandten Seite des Kegelschnitts den Punkt 
F beliebig an und ziehe FD, so wird diese Linie nach §. 22. 
den Durchmesser schneiden. Sei A der Durchschnittspunkt. 
Da nun CDE mit dem Theile DE zwischen die Gerade DA 
und den Kegelschnitt fällt, muss sie den Durchmesser zwi- 
schen dem Scheitel und dem Punkt A treffen. 

§. 25. Lehrsatz 25. Wenn eine gerade Linie einer 
Ellipse zwischen den Endpunkten zweier conjugirten Durch- 



31 

messer in einem Funkte begegnet und zu beiden Seiten des- 
selben ausserhalb der Ellipse fällt, so wird sie beide Durch- 
messer schneiden. 

Sei eine Ellipse mit den conjugirten Darchmegsern ^J^Fig. 23. 
und CD gegeben, und werde dieselbe zwischen den End- 
punkten A und C der Durchmesser von der Geraden EF im 
Punkte G so getroffen, dass diese Linie zu beiden Seiten 
von G ausserhalb des Kegelschnitts liegt, so wird behauptet, 
dass EFf verlängert, beide Durchmesser ausserhalb des Kegel- 
schnitts schneidet. Man ziehe von G auf der dem Scheitel 
A abgewandten Seite die Sehne GHy so dass H zwischen G 
und C liegt^ dann schneidet nach §. 23. die verlängerte HG 
den Durchmesser BA\ da nun EF mit dem Theile GF zwi- 
schen die verlängerte HG und die Ellipse fällt, muss sie den ' 
verlängerten Durchmesser BA noch früher schneiden. Ein 
Gleiches kann in Bezug auf den Durchmesser CD durch 
eine nach der andern Seite gezogene Sehne bewiesen werden. 

§. 26. Lehrsatz 26. Wenn in einer Parabel oder Hy- 
perbel eine gerade Linie parallel mit dem Durchmesser des 
Schnitts gezogen wird, so trifft dieselbe den Kegelschnitt in 
einem und nicht in mehreren Punkten. 

Sei zuerst eine Parabel mit dem Durchmesser AB und Fig. 24. 
dem latus rectum AD gegeben, und EF parallel dem Durch- 
messer gezogen, so wird behauptet, dass EF die Parabel 
schneidet. Seie E ein Punkt ausserhalb der Parabel und 
werde EG parallel den zum Durchmesser gehörigen Ordina- 
len gezogen, ferner nehme man in AB einen Punkt C so 
an, dass AD*AC>EG^ ist, und ziehe in C die Ordinate 
CH, so wird also auch Cff* > EG^ , also muss EF, ehe sie 
HC trifft, den Kegelschnitt getroffen habem Sei K der 
Schneidungspunkt, so wird behauptet, dass kein zweiter mög- 
lich ist. Denn wäre ein solcher, etwa L, vorhanden, so 
müsste nach §. 22. die gerade Linie LK den Durchmesser 
AB ausserhalb treffen, was gegen die Annahme ist. 

Sei zweitens eine Hyperbel mit dem latus rectum -^IDrig. 25. 
und dem latus transversum AB gegeben; man verfahre wie 
oben, ziehe von C parallel mit AD die Linie CM, bis sie 
die verlängerte BD in M schneidet, so wird, da DA*AC 
EG^ nach Annahme und CM* AC> DA> ACy wie leicht 
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erhellt, und endlich HC^ = AC^ CM, auch HC^ > EG^ sein, 
woraus, wie oben, die Behauptung weiter gefolgert werden kann. 

§. 27. Leht*satz 27. Wenn eine gerade Linie den 
Durchmesser einer Parabel schneidet, so trifft sie gehörig 
verlängert an beiden Seiten den Kegelschnitt. 
Fig. 26. Sei eine Parabel mit dem Durchmesser AB und eine 
gerade Linie CD, die den Durchmesser innerhalb des Kegel- 
schnitts in D schneidet, gegeben, so wird behauptet, dass 
CD, gehörig verlängert, an beiden Seiten den Kegelschnitt 
schneidet. Man ziehe vom Scheitel A die Linie AE parallel 
den zugehörigen Ordinaten, so wird AE nach §. 17. ausser- 
halb des Kegelschnitts fallen. Es wird nun PD entweder 
mit AE parallel sein oder nicht. Im ersten Fall ist CD also 
den Ordinaten parallel und trifft deshalb nach §. 19. den 
Kegelschnitt. Ist sie aber nicht parallel, so verlängere man 
sie, bis sie AE im Punkte E schneidet, dann wird CD, 
ehe sie AE schneidet, den Kegelschnitt schon getroffen ha- 
ben müssen. Es wird nun noch behauptet, dass CD auch 
nach der andern Seite hin verlängert, den Kegelschnitt schnei- 
den muss. Sei AM das latus rectum und werde von dem 
schon nachgewiesenen Schneidungspunkt zwischen CD und 
dem Kegelschnitt die Ordinate GF gezogen, auf AB ein 
Punkt B bestimmt, so dass AD^ = AF* AB, und in B den 
Ordinaten parallel die Linie BK gezogen, bis sie die gege- 
bene CD in C trifft, so wird behauptet, dass C der zweite 
Durchschnittspunkt der gegebenen Geraden CD mit der Pa- 
rabel ist. 

Es ist - 

1) GF:BC = DF:BD, und da nach Annahme AFiAD 
= AD:AB auch dividendo DF:BD = AD: AB, also 

2) GF2 : J5C2 = AD^ : AB^. 

Aus AF: AD = AD:AB hB.t man aber AF: AB = AD^ : 
AB^, also^ 

3) GF^:BC^=AF:AB und folglich, da G auf der 
Parabel liegt, befindet sich auch C auf derselben, q. e. d. 

Eutocius sagt, dass in einigen Ausgaben der folgende 
Beweis des 27. Lehrsatzes gestanden habe, von dem man 
leicht erkennt, dass er ein Mittel zur Construction der 
Durchschnittspunkte einer Geraden mit einer Parabel an die 
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Hand giebt, während der vorige nur aus dem schon vorhan- 
denen ersten Durchschnittspunkt den zweiten finden lehrt. 

Zweiter Beweis. Sei eine Parabel mit dem Durch- pig. 27. 
messer AB nnd der den Durchmesser schneidenden Linie CD 
gegeben, so wird behauptet, dass CD verlängert den Kegel- 
schnitt an beiden Seiten schneide. Man ziehe in A den Or- 
dinaten parallel AE] ist nun CD parallel AE^ so schneidet 
es nach §. 17. den Kegelschnitt; ist es aber nicht parallel, 
so schneidet es AE in £; dann sei ^Mdas latus rectum nach 
derselben Seite als AE gezogen, und auf der verlängerten MA 
das Stück AF dergestalt abgeschnitten, dass AE^ : A AED 
SÄ AMi AF] femer ziehe man durch F die Parallele FG mit 
ABf 'welche DC in G schneidet, verlängere EA, bis es die 
Parallele in L trifft, und bestimme eine Parallele CB mit 
AE dergestalt, dass das durch dieselbe von. dem Winkel EGL 
oder seinem Scheitelwinkel abgeschnittene Dreieck GCK * 
gleich dem Viereck LADG ist, so wird behauptet, dass der 
Punkt C, in welchem diese Parallele die Gerade DC trifft, 
sich auf der Parabel befindet. Sei zuerst die Parallele durch 
den Scheitelwinkel von EGL gelegt, und schneide sie FG in 
JC Man vollende noch das Rechteck FABX. Nu» ist: 

1) ]^^:/\EAD = CB^:/\CBD, und da ^CGK = 
LADG und EA'^ : /\ EAD = AMiAF, auch ALKB = 
AFXB, so ist 

2) CB^ : AFXB = AM: AF, also 

3) CB^^AM^ AB, und folglich liegt der Pmikt C auf 
der Parabel. 

Ebenso leicht ist es zu zeigen, wenn die Parallele den 
Winkelraum EGF selbst durchschneidet. 

§. 28. Lehrsatz 28. Wenn eine gerade Linie den 
einen von zwei Gegenschnitten berührt, und durch einen in- 
nerhalb des andern angenommenen Punkt damit eine Paral- 
lele gezogen wird, so wird diese, gehörig verlängert, an bei- 
den Seiten mit dem Gegenschnitt zusammentreffen. 

Seien zwei Gegenschnitte mit den Scheiteln A und B, Fig. 28. 
und in dem einen, dessen Scheitel A ist, eine Tangente CD 
gegeben, und werde in dem andern ein Punkt E angenom- 
men und durch denselben eine Parallele EF mit CD gezo- 

ApoUoidcuiy KegeUchnitte. 3 
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gen^ &o wird behauptet ^ dass EF an beiden Seiten mit detii 
Eegelscbnitt zusanunentreffe. 

Da bewiesen ist, dass CD, gehörig verlängert, den Durch- 
messer schneidet (s. §. 24.), und EF parallel CD ist, wird auch 
EF denselben treffen; sei G der Schneidungspunkt, und werde 
in dem ^M:idern Schnitt AR gleich GB genommen, durch H 
eine Parallele HK mit CD gezogen, bis sie den Kegelschnitt 
in K trifil, und von K die Ordinate KL gezogen. Man setae 
nun GM = HL und ziehe von M eine Parallele mit KL, bis 
sie FE in N schneidet. Da nun /\ KLH congruent /\ NMG 
ist, wird KL = MN, und da LA • LB = MA • MB ist, liegt der 
Punkt N auf dem Kegelschnitt. Auf dieselbe Weise wird 
gezeigt, dass FE au der andern Seite den Kegelschnitt trifft. 

§. 29. Lehrsatz 29. Wenn in zwei Gegenschnitten 
eine durch den Mittelpunkt gezogene gerade Linie dem einen 
Schnitt begegnet, so trifft sie auch den andern. 
Fig. 29. Seien zwei Gegenschnitte mit dem Durchmesser AB und 

der durch das Centrum gehenden Geraden CD gegeben, 
welche den einen Schnitt mit dem Scheitel A 'la D trifft, so 
wird behauptet, dass CD, gehörig verlängert, auch den andern 
Schnitt treffe. 

Man ziehe von D die Ordinate DE, setze CF= CE und 
ziehe von F die Parallele FG mit DE, welche die verlängerte 
DC in G schneidet; da nun DE=FG und EA'EB=rFAFB, 
wird der Punkt G auf dem Kegelschnitt sich befinden. 

§. 30. Lehrsatz 30. Wenn in zwei Gegenschnitten 
oder in einer Ellipse eine gerade Linie durch den Mittelpunkt 
gezogen wird, und, verlängert, an beiden Seiten dem Kegel- 
schnitt begegnet, so wird sie im Mittelpunkt halbirt werden. 
Pig.»9a.8o. Wenn alles wie im vorigen Satz eingerichtet ist, so folgt 
aus der Congruenz der Dreicke CDE und CFG leicht, dass 
DC=^ CG. Und auf gleiche Weise wird es auch für die 
Ellipse bewiesen. 

§• 31. Lehrsatz 3L Wenn im latus transversum einer 
Hyperbel ein Punkt jenseit des Mittelpunkts angenommen 
und von da eine gerade Linie gezogen wird, die den Kegel- 
schnitt trifft, so wird ihre Verlängerung über diesen Durch- 
schnittspunkt innerhalb der Hyperbel liegen. 
Fig. 81. Sei eine Hyperbel mit dem Durchmesser AB gegeben. 
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und werde von dem Mittelpunkt C desselben eine Linie fiD 
gezogen, die den Kegelschnitt in D trifft, so wird behauptet, 
dass die Verlängerung von CD innerhalb des Kegelschnitts 
fällt. 

Sie fklle, wenn möglich, ausserhalb und sei E ein Punkt 
in ihr. Man ziehe von D die Ordinate DH und von E die 
Parallele EG, die den Kegelschnitt in F trifft, so ist 

1) EG^ :Dm > GA' GB : HA' HB, da aber 
EG:DH=:CG:CH mii GA* GB= GC^ — CB^, HA HB 
= HC^ — CB^y müsste 

2) CG^ : cm > CG^ — CB^ : Cm — CB^ sein, was 
unmöglicTi ist, denn wenn von Zähler und Nenner eines un- 
ächten Bruchs gleiche Stücke subtrahirt werden, so wird der- 
selbe grösser. Also kann die Verlängerung von CD nicht 
ausserhalb des Kegelschnitts fallen, und wenn deshalb jenseit 
des Mittelpunkts C ein Punkt angenommen und mit D ver- 
bunden wird, kann die Verlängerung dieser Geraden noch 
weniger ausserhalb der Hyperbel liegen. 

Zusatz. Aus dem schon Bewiesenen folgt, dass eine 
Tangente der Hyperbel den Durchmesser zwischen dem Schei- 
tel und dem Mittelpunkt schneiden muss. 

§. 32. Lehrsatz 32* Wenn durch den Scheitel eines 
Kegelschnitts eine Linie parallel den zugehörigen Ordinaten 
gezogen wird, so berührt sie den Kegelschnitt und in den 
Kaum zwischen dem Kegelschnitt und dieser Geraden kann 
keine andere gerade Linie fallen. 

Sei zuerst eine Parafeel mit dem Durchmesser AB ge-Fig. 32. 
geben, imd werde von dem Scheitel A eine den Ordinaten 
parallele Linie AC gezogen, so fällt AC nach §. 17. ausserhalb 
des Kegelschnitts. Es wird behauptet, dass in dem Kaum 
zwischen AC und dem Kegelschnitt von A aus keine zweite 
Gerade gezogen werden kann» Denn wäre das möglich, so sei 
AD eine solche Gerade ; und werde von dem beliebigen Punkte 
D derselben den Ordinaten parallel DE gezogen, welche den 
Kegelschnitt in G schneidet. Lit nun AF das latus rectum, 
so wird 

1) DE^iAE^ > GE^ :AE^, und da GE^=AE'AF, 

2) DE^:AE^>AF:AE. 
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Man bestimme nun den Punkt H auf dem Durchmesser 
ABf so dass 

3) DE^ :AE^=AF:AH und ziehe von H 
den Ordlnaten parallel die Linie HK bis zum Durchschnitt K 
mit AD, so ist, da DE^ : AE^ = HK^ : AH^, wenn man dies 
in (3) einsetzt,' 

4) HK^:AH^z=zAF:AH oder HK^ =AH>AF. 

also liegt der Punkt K auf der Parabel und die Linie AK 
liegt innerhalb derselben gegen die Annahme. 
Pig.33u.34. Sei zweitens der Schnitt eine Hyperbel oder Ellipse oder 

ein Kreis mit dem Durchmesser AB, AF das latus rectum, 
und werde BF gezogen. Zieht man nun in A die Linie AC 
den Ordinaten parallel, so fällt dieselbe ausserhalb des Ke- 
gelschnitts nach §. 17. Es wird behauptet, dass in den Raum 
zwischen der Geraden AC und dem Kegelschnitt eine zweite 
Gerade nicht fallen könne. Denn wäre dies möglich, so sei 
AD eine solche Gerade, und von einem beliebigen Punkte 
D derselben werde den Ordinaten parallel die Linie DE an 
den Durchmesser gezogen, welche den Kegelschnitt in G triflft. 
In E ziehe man EM parallel mit AF, bis zum Durchsihnitt 
N mit BF. Nun ist 

1) DE^ : AE^ > GE2 : AE^, und da GE^ = AE - EM, 

2) DE^ : AE^ > EM: AE. Man verlängere 
daher EM bis zum Punkt N, so dass 

3) DE^ :AE^ =EN:AE, ziehe AN, welche 
BF in X schneidet, ziehe von X die Linie XH parallel mit 
AF bis zum Durchmesser und von H den Ordinaten parallel 

» HK bis zum Durchschnitt K mit der Geraden AD-y da nun 
DE^:AE^=KIP:AH^ und EN:AE = HXiAH, so giebt 
dies in (3) eingesetzt: 

4) Km : AH^ =HX:AH oder KH^ = AH- HX-, also 
liegt der Punkt K auf dem Kegelschnitt und die Gerade AK 
innerhalb desselben gegen die Annahme. 

§. 33. Lehrsatz 33. Wenn von einem Punkt einer Pa- 
rabel an einen Durchmesser eine Ordinate gezogen, und dieser 
Durchmesser über seinen Scheitel um ein ebenso grosses 
Stück, als zwischen dem Scheitel und der Ordinate liegt, ver- 
längert wird, so ist die Verbindungslinie des so erhaltenen 
Punktes mit dem Parabelpunkt eine Tangente. 
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Sei eine Parabel mit dem Durchmesser AB gegeben, pig. 56. 
und von einem beliebigen Punkt C derselben die Ordinate CD 
gezogen, und DA um sich selbst verlängert bis zum Punkte 
JE, so wird behauptet, dass EC eine Tangente sei. Wäre 
sie es nicht, so müsste entweder ihre Verlängerung CF inner- 
halb fallen, oder zwischen E und C ein Schneidungspunkt 
statt finden. 

Fiele also erstens die Verlängerung von EC innerhalb, 
so sei F ein Punkt derselben und werde von F den Ordina- 
ten parallel die Gerade FB bis zum Durchmesser gezogen, 
welche die Parabel in G trifi%. Dann ist 

1) GS2 : CD^ >FB^ : CD^ und da FB^ : CD^ = BE^ :DE^ 
und GB^ : CD^ = BA : DA, ist auch 

2) BA:DA> BE^ : DE^, oder wenn man 
das erste Verhältniss mit 4 AE erweitert: 

3) 4cBA' AE:4:DA 'AE> BE^ :DE^, da aber DE^ = 
4 DA • AEj müsste 4 BA • AE > BE^ sein, was unmöglich ist, 
da 4:AD(AD + DB)<:{2AD + DBy ist. 

Läge zweitens zwischen E und C ein Schneidungspunkt 
H mit der Parabel, so ziehe man die Ordinate fiJT, dann 
müsste, da CD^ : HK? = DE^ : KE^ und auch CD^ : HK^ = 
DAiKA, also DE^ : KE^ = DAiKA, oder wenn man das 
zweite Verhältniss mit 4 AE erweitert: DE^ :KE^ =4AE'DA: 
^AE-KA, und äsi. DE^ =AAE'DA, müs&ie auch KE^=4AE' 
KA sein, was unmöglich ist, da A nicht die Mitte von KE ist. 

Anm. Es ist übrigens leicht, diesem Beweis die indirekte Form zu neh- 
men, welche in der That nur scheinbar ist, da es daranf ankommt, direkt zu 
beweisen, dass FB <Z OB ist. Dies that Viviani in seiner Divin. in quin- 
tam Apollonii. 

§. 34. Lehrsatz 34, Wenn auf einer Hyperbel oder 
Ellipse oder einem Ej*eisumfang ein Punkt angenommen und 
von ihm eine Ordinate gezogen wird, und wenn auf dem 
Durchmesser zu den beiden Endpunkten des latus transver- 
8um und denk durch die Ordinate erhaltenen Punkt der letz- 
terem zugeordnete vierte harmonische Punkt genommen wird, 
so ist die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem zuerst 
auf dem Kegelschnitt angenommenen eine Tangente. 

Sei eine Hyperbel oder eine Ellipse oder ein Kreisum-Fig,36u.87. 
fang mit dem Durchmesser AB gegeben, und auf dem Kegel- 
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schnitt ein Punkt C angenommen; ferner von C die Ordinate 
CD gezogen, und auf AB ein Punkt E so bestimmt, dass 
AE:BE = AD:BD ist, so wird behauptet, dass die Gerade 
CE den Kegelschnitt berühre. 

Wird also von einem andern Punkt F der Geraden EC 
die Linie FG parallel den Ordinaten nach dem Durchmesser 
hin gezogen, welche den Kegelschnitt in H schneidet, so ist 
zu beweisen: 

FG > HG. 

Man ziehe von A und B die Linien AL,BK parallel mit 
ECj und die Gerade CG, bis sie die Parallelen in' 0,M 
trifft, so wie CB, bis sie AL in X schneidet, verlängere CD, 
bis sie AL in N, BM in K schneidet. Da nun AD : BD = 
AN: BK, AE:BE=CX:CBz=XN: BK, nach Annahme aber 
AD:BD = AE:BEj ist AN:BK=XN:BK\mi also AN^NX. 

Mithin ist ANNX>AOOX oder 4^> ^ oder, da ~ = 

AO JNX ' NX 

BM AN BM 



d. h. AN * BKr^ BM ' AO. 



BK' AO ^ BK 

Nun ist aber wegen Aehnlichkeit der Dreiecke CDE, 
NDA und KDB 

NA' BKiCE^ = AD ' l^D iDE^ 
und wegen Aehnlichkeit der Dreiecke CGE, OGA und MGB 
OA . BM: CE^ =AG'BG: GE^, also 
AD . BD : DE^ >AG*BG: GE^, 
oder, da DE^ : GE^ = DC^ : GF^, ist AD - BD : DC^ > 
AG- BG : GF^, da aber AD -BD: DC^ =:AG'BG: HG^, ist 
AG'BG: HG^ >AG'BG: GF^, und also FG > HG, und F 
ausserhalb des Kegelschnitts, was -zu beweisen war. 

Fig. 38. Anderer Beweis. Seieni zwei Punkte G,D in einer 

begränzten Geraden AB angenommen, so dass DA<DB 
und GB > GA > DA, von ihnen Parallelen GH, DC gezo- 
gen, und in der verlängerten BA ein Punkt E bestimmt, 
so dass 1) GH^ :GAGB^ CD^ :DA'DB und 2) AE:BE 
= AD:BD, und die Gerade EC gezogen, welche GH in F 
trifft, so wird behauptet, GF> GH 

Bew. Da GF^ : CD^ = GE^ : DE^ und 

Gm :CD^=AG^BG:AD' BD, b leibt zu zeigen 
GE^ : DE^ >AG'BG:ADBD. Nun ist, wenn 
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ikf die Mitte zwischen A und B ist, AD'BD = MA^ — MD^ = 
MD ' ME — MD^ = MD DE, und AG 'BG = MA^—MG^. 
Setzt man dies ein, vertauscht die inneren Glieder und hebt 
mit DE, so erhält man: 

G£2 : MA^ — MG^ > DE : MD, oder com- 
ponendo GE^ + MA^ — MG^ : GE^ > ME : DjB. 

Nun ist GE^ ^ MG^ = ME'(GE — MG) und M^» = 
MD 'ME, also eingesetzt und mit ME gehoben GE — Afö + 
MD : Gjßa > 1 : Di? oder GE+GD:GE>GE: GE— GD, 
wag einleuchtet. Mithin ist bewiesen, dass GE^ : DE^ > -/4G • 
BGiAD'BD und also auch, dass GF > GÄ 

Anm. Ein anderer Beweis findet sich in Viviani divinatip in V. coniconim Ap. 

§. 35. Lehrsatz 35. Wenn eine gerade Blnie eine Pa- 
rabel berührt und bis zu ihrem Durchschnittspunkt mit einem 
Durchmesser derselben verlängert wird, so wird die vom Be- 
rührungspunkt an den Durchmesser gezogene Ordinate auf 
diesem vom Scheitel an gerechnet ein ebenso grosses Stück 
abschneiden, ab das zwischen dem Scheitel und dein Durch- 
schnittspunkt mit der Tangente befindliche, und in den Eaum 
zwischen der Tangente und dem Kegelschnitt kann vom Be- 
rührungspunkt aus keine zweite Gerade gezogen werdeu. 

Sei eine Parabel mit dem Durchmesser AB gegeben, rig. 39. 
auf ihr ein Punkt C angenommen und in diesem eine Tan- 
gente CA und die Ordinate CB gezogen; ist nun 6 der 
Scheitel, so wird behauptet, dass AG = GB ist. 

Wäre AG nicht gleich GB, so sei GE = AG und in E 
die Ordinate EF gezogen, dann wird die gerade Linie AF 
den Kegelschnitt in F berühren nach §. 33. und also verlän- 
gert mit AC zusammen treffen müssen, also hätten die gera- 
den Linien AC und AF zwei verschiedene Schneidungspunkte, 
was unmöglich ist. Also ist AG nicht ungleich GB. Ferner 
wird behauptet, dass in den Baum zwischen CA und dem 
Kegelschnitt keine andere gerade Linie von C aus gezogen 
werden kann. Denn wäre CD eine solche Gerade, so setze 
man GE = GD, ziehe in E die Ordinate EF, dann wird die 
Gerade DF den Kegelschnitt in F berühren, also ihre Ver- 
längerung ausserhalb des Kegelschnitts liegen, und deshalb 
mit DC zusammentreffen müssen^ also hätten die beiden Ge- 
raden DF,DC zwei verschiedene Schneidungspunfcte, was un- 
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möglich ist, mithin fallt in den Baum zwischen AC und dem 
Kegelschnitt keine andere gerade Linie. 

§. 36. Lehrsatz 36* Wenn eine gerade Linie eine Hy- 
perbel; Ellipse oder einen Kreisumfang berührt, und den ver- 
längerten Querdurchmesser schneidet, und wenn vom Be- 
rührungpunkt an denselben Durchmesser eine Ordinate ge- 
zogen wird, so verhalten sich auf diesem die beiden Stücke 
von den Scheiteln des Kegelschnitts bis zum Durchschnitts- 
punkt der Tangente ebenso wie die beiden Stücke vom Fuss- 
punkt der Ordinate bis zu den Scheiteln in derselben Ord- 
nung genommen; und in den Eaum zwischen der Tangente 
und dem Kegelschnitt kann vom Berührungspunkt aus keine 
andere Gerade gezogen werden. 
Fig. 40 u. 41. Sei eine Hyperbel oder eine Ellipse oder der Umfang 
eines Kreises mit dem Durchmesser AB gegeben, und im 
Punkte Q derselben die Tangente CD und die Ordinate CE 
gezogen, so wird behauptet, dass AD : BD = AE : BE. Denn 
wäre das nicht der Fall, so sei AD : BD = AG : BG und in 
G die Ordinate GF gezogen, dann würde DF den Kegel- 
schnitt in F berühren nach §• 34. und d6shalb verlängert mit 
DC zusammentreffen müssen, also hätten zwei gerade Linien 
zwei verschiedene Durchschnittspunkte, was unmöglich ist. 
Ferner Wird behauptet, dass in den Baum zwischen dem Ke- 
gelschnitt und der Tangente CD von C aus keine andere ge- 
rade Linie gezogen werden könne. Denn wäre z. B. CH eine 
solche, so nehme man den Punkt G dergestalt, dass AGiBG 
= AH : BH, und ziehe in G die Ordinate GF, dann würde 
HF nach §. 34. den Kegelschnitt in F berühren und also, ver- 
längert, mit HC zusammentreffen müssen^ also hätten die bei- 
den Geraden HC,HF zwei verschiedene Durchschnittspunkte, 
was unmöglich ist. Mithin lässt sich von C in den Baum 
zwischen dem Kegelschnitt und der Tangente CD keine an- 
dere gerade Linie ziehen. 

§. 37. Lehrsatz 37* Wenn eine Tangente an einer 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreisumfang mit einem Durch- 
messer zusammentrifft, und von dem Berührungspunkte aus 
an diesen die Ordinate gezogen wird, so ist das Eechteck 
aus den beiden Abschnitten des Durchmessers vom Mittel- 
punkt des Kegelschnitts bis zu den Durchschnittspunkten der 
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Tangente und Ordinate gleich dem Quadrat des halben latns 
transversum. Das Rechteck aber aus dem Abschnitt zwi- 
schen Mittelpunkt und Ordinate und dem zwischen Ordinate 
und Tangente hat zum Quadrat der Ordinate dasselbe Ver- 
hältniss als das latus transvörsum zum latus rectum. 

Ist eine Hyperbel, Ellipse oder ein Kreisumfang mit demPig.«n.43. 
latus transversum AB mid dem Centrum F gegeben, und von 
einem Punkt D derselben die Ordinate CE und die Tangente 
CD gezogen, so wird behauptet: 

1) FJB2 = FD . FE, 

2) FE'ED^AE'BE. (siehe §. 12. u. 13.) 
Es verhält sich nach §. 36: 

1) AD:BD = AE:BE, woraus bei der Hy- 
perbel durch Addition der Glieder eines Verhältnisses, bei der 
Ellipse und dem Kreis durch Subtraction: 

2) AB:BD = AE±BE:BE, und wenn man 
von den Vordergliedern die Hälften nimmt: 

3) FB:BD = FE: BE, woraus bei der -Hy- 
perbel durch Subtraction, bei Ellipse und Kreis durch Addi- 
tion der Glieder eines Verhältnisses: 

4) FD:FB = FB: FE oder FB^ = FD • FE. 
Addirt man in (3) die correspondirenden Glieder bei 

der Hyperbel oder subtrahirt sie bei Ellipse und Kreis, so 
erhält man: 

AE.FE — DE.BE oder FE'DE = AE'BE. 

Anm. des Uebers. Diese Sätze sind jetzt als Elementarsätze in der 
Lehre yon den harmonischen Punkten hinreichend bekannt. 

Anm. des Entoc. Ans diesen letzten Sätzen erhellt, wie man von 
einem Pankt auf dem Darchmesser eines Kegelschnitts oder im Scheitel selbst 
eine Tangente an denselben ziehen kann. 

§. 38. Lehrsatz 38. Wenn an eine Hyperbel, Ellipse 
oder einen Kreisumfang eine Tangente, die mit dem zweiten 
Durchmesser zusammentrifft, und vom Berührungspunkt nach 
diesem Durchmesser hin eine Parallele mit dem ersten Durch- 
messer gezogen wird, so ist das Rechteck aus den beiden 
Abschnitten auf dem zweiten Durchmesser vom Mittelpunkt 
des Kegelschnitts an bis zu der erwähnten Parallele und bis 
zu der Tangente, gleich dem Quadrat des halben zweiten 
Durchmessers; das Rechteck aber aus den beiden Abschnitten 
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zwischen dem Mittelpunkt und jener Parallele und zwischen 
dieser Parallele und der Tangente verhält sich zu dem Qua- 
drat der Parallelen wie das latus rectum zum latus trans- 
versum. 
Fig. 44 u. 45. Sei eine Hyperbel oder Ellipse oder ein Kreisumfang 
mit dem Durchmesser AGB und dem zweiten Durchmesser 
CGD und eine Tangente ELF, die in E berührt, in L den 
ersten, in F den zweiten Durchmesser schneidet; gegeben, 
und von E parallel dem ersten Durchmesser die Linie EH 
bis zum zweiten Durchmesser gezogen, so wird, wenn r das 
latus rectum bedeutet, behauptet: 

1) GC^:=GF^GH, 

2) GH'HF:Em=r:AB. 

Beweis. Zieht man noch von E die Ordinate EM. 
so ist 

1) EM^ : G3f . LM= r : AB nach §. 37. 
Aber da nach Nr. 4. der zweiten Keihe von Erklär, r : CD = 
CD : AB, so hat man riAB— CD^ : AB^ = CG^ : AG^ ; und 
ersetzt man nun noch das in dem ersten Theile von 1. ent- 
haltene Verhältniss jBikf : iM durch das gleiche Verhältniss 
GF:GL, und schreibt statt des übrigen EM, HG, so erhält man 

2) HG . GF: GMGL= CG^ : AG^ ; da aber nach §. 37. 
GM'GL = AG^, ist auch HG'GF= CG^, q. e. d. 

Ersetzt man aber in 1. das Verhältniss EMiLM durch 
das gleiche HF : HE, schreibt statt des übrigeu EM das 
gleiche HG und statt GM, HE, so hat man 

HF' HG : HE^ =r:AB, q. e. d. 

Anm. 1. Hieraas zeigt man leicht, dass die Eudpunkte des zweiten 
Darchmesaers, der Fosspunkt der Tangente und der vom Berührungspunkt aus 
auf denselben gezogenen Ordinate harmonische Funkte sind» 

Anm. 2. Aus dem Gesagten erhellt, dass die Linie UF den Kegel- 
schnitt berührt , wenn entweder das Rechteck ¥G • GK gleich dem Quadrat 
von GC oder wenn das Rechteck FS» HG zu dem Quadrat von HE sich 
wie das latus rectum zum latus transversum verhält, welches beides indwekt 
leicht gezeigt werden kann. 

§. 39. Lehrsatz 39. Wenn eine Tangente an einer 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreisumfang den Durchmesser 
schneidet, und vom Berührungspunkt eine Ordipate gezog^a 
wird, so hat zu einem jed^n der beiden Abschnitte des Durch- 
messers, die zwischen der Ordinate und dem Mittelpunkt des 
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Schnitts und zwischen der Ordinate und Tangente liegen^ 
die Ordinate ein Yerhältniss, das zusammengesetzt ist aus 
dem Verhältniss des andern jener beiden Abschnitte zur Or- 
dinate und dem des latus rectum zum latus transversum. 

Der ApoUonische Beweis ist folgender: 

Sei AB das latus transversum eines Kegelschnitts mit Fig. 42 u. 43. 
dem Centrum F, und im Punkte C desselben die Ordinate 
CE, so wie die Tangente CD gezogen, und sei G eine Linie 
von der Beschaffenheit, dass FE*ED = CE'G oder G : FE 
zssEDiCE ist, so hat, man, da CE^iFE'ED, also auch 
CE^iCE'G, also CE:G = r.AB, 

1) CEiG^riAB, 

2) G:FE=zED:CE, 

woraus durch Zusammensetzung die Behauptung sich ergiebt. 

Die Kichtigkeit des Satzes erhellt übrigens unmittelbar 
aus §. 37., da hiemach das Quadrat der Ordinate zum Recht- 
eck aus den erwähnten beiden Abschnitten sich wie das latus 
rectum zum latus transversum verhält; indem man nur einmal 
die Ordinate aus dem ersten Glied in's vierte und einen der 
beiden Abschnitte aus dem zweiten Glied in's dritte rückt, 
wodurch die Richtigkeit der Proportion nicht leidet. 

§. 40. Lehrsatz 40. Wenn eine Tangente an einer 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreisumfang den zweiten 
Durchmesser schneidet und vom Berührungspunkt an diesen 
Durchmesser eine Parallele mit dem andern Durchmesser ge- 
zogen wird, so wird einer der beiden Abschnitte auf dem 
zweiten Durchmesser, die zwischen dem der Parallelen und 
dem Mittelpunkt des Schnitts und zwischen derselben und 
der Tangente liegen, zu der Parallelen ein Verhältniss ha- 
ben, das zusammengesetzt ist aus dem Verhältniss des jedes- 
maligen andern Abschnitts zur Parallelen und dem des latus 
transversum zum latus rectum. 

Die Richtigkeit des Satzes erhellt auf dieselbe Weise 
aus §. 38. als die des vorigen aus §. 37. 

§. 41. Lehrsatz 41. Wenn in einer Hyperbel oder 
Ellipse oder einem Kreisumfang eine Ordinate gezogen wird 
und über der Ordinate und dem Halbmesser gleichwinklige 
Parallelogramme beschrieben werden, und die Ordinate zu 
der andern Seite des über ihr beschriebenen Parallelogramms 
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ein Verhältniss hat^ das zusammengesetzt ist aus dem Ver- 
hältniss des Halbmessers zu der andern Seite des über ihm 
beschriebenen Parallelogramms und dem des latus rectum 
zum latus transversum; und wenn noch ein Parallelogramm 
über dem Abschnitt des Durchniessers vom Mittelpunkt bis 
zur Ordinate; ähnlich dem über dem Halbmesser befindlichen^ 
construirt wird, so ist bei der Hyperbel das über dem Halb- 
messer befindliche Parallelogramm gleich dem Unterschied 
zwischen dem sniletzt erhaltenen und dem über der Ordinate, 
bei Ellipse und Kreis aber gleich der Summe dieser selben 
Parallelogramme. 

Fig. 46a. 47. Sei eine Hyperbel mit dem latus transversum AB, dem 
Mittelpunkt E gegeben, von einem beliebigen Punkt C der- 
selben die Ordinate CD gezogen und über EA ein beliebiges 
Parallelogramm EAIF, über CD aber damit ein gleichwink- 
liges CDKG construirt, so dass: CD: CG = EAriEF* AB, 
wo r das latus rectum bedeutet; so wird behauptet, dass, 
wenn über ED ein mit AEFI ähnliches Parallelogramm DELM 
gezeichnet wird: 

AEFI = DELM— CDKG. 

Beweis. Nach §. 21. ist CD^ : DA - DB oder CD^ : 
DE^ — EA^ = r : AB] ersetzt man nun in der Voraussetzung 
das Verhältniss r : AB durch das gleiche CD^ : DE^ — EA^, 
so erhält man 

CD:CG=CD^'EA:{DE^—EA^)*EF, 
oder wenn man das Produkt der innem gleich dem Produkt 
der äussern Glieder setzt und mit CD > EA dividirt: 

CG . CD = ^,'DE^ —EF'EA 

ILA ' 

und setzt man endlich statt ■^2^* DE das gleiche EL, so er- 
hält man 

CG'CD = EL'ED — EF^ EA, 
welches, da sich die Inhalte gleichwinkliger Parallelogramme^ 
wie die Rechtecke aus ihren anstossenden Seiten verhalten, 
mit der Behauptung gleichbedeutend ist. 

Auf ganz gleiche Weise erhält man bei gehöriger Aen,-^ 
derung der Zeichen bei der Ellipse 

CG'CD^EF'EA — EL' ED, 
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§• 42. Lehrsatz 42. Wenn eine Tangente einer Pa- 
rabel den Durchmesser schneidet und -vom Berührongspunkt 
eine Ordinate gezogen wird, von einem beliebigen Funkt des 
Kegelschnitts aber an den Durchmesser zwei Linien gezogen 
werden, von denen die eine der Tangente, die andere der 
Ordinate parallel ist, so ist das durch diese beide Linien 
entstandene Dreieck gleich dem Parallelogramm zwischen der 
Ordinate und dem Abschnitt des Durchmessers vom Scheitel 
bis zu der mit der Ordinate gezogenen Parallelen. 

Sei eine Parabel mit dem Scheitel B und dem Durch- Fig. 48. 
messer AB gegeben und in dem Punkt C derselben eine 
Tangente CA bis an den Durchmesser und die Ordinate CH 
gezogen, und werde femer von einem beliebigen Punkt D 
der Parabel bis an den Durchmesser hin die Linie DF || CR, 
und JOE\\ CA gezogen, so ist, wenn man noch das Paralle- 
logramm CHB bis zum Punkt G vollendet, und den Durch- 
schnittspunkt von DF mit 6C I nennt: 

/\DFE = O^GIF. 

Beweis. /\DFE : /\CHAz=: DF^ : Cm^BFiBH, 
da aber HB — BA, ist /\CHA = O (^^^H, also ^DFE: 
O CGBH= BF: BH, aber auch O IGBF: [J (^GBH = BF: 
BHy und also O IGBF= /\ DFE. 

§. 43. Lehrsatz 43. Wenn eine Tangente an einer 
Hyperbel, einer Ellipse oder einem Kreisumfang mit dem 
Durchmesser zusammentrifFt, vom Berührungspunkt an den 
Durchmesser eine Ordinate, und hiermit eine Parallele vom 
Scheitel aus gezogen wird, bis sie die Verbindungslinie des 
Berührungspunktes mit dem Mittelpunkt schneidet; wenn fer- 
ner von einem beliebigen Punkt des Kegelschnitts nach dem 
Durchmesser hin zwei Linien gezogen werden, von denen die 
eine der Tangente, die andere der Ordinate parallel ist, so 
ist das durch diese beide Linien und den Durchmesser be- 
gr&nzte Dreieck bei der Hyperbel gleich dem Dreieck, das 
von der zuletzt genannten Parallelen, dem Durchmesser und 
der Linie vom Mittelpunkt nach dem Berührungspunkt ge- 
bildet wird, vermindert um ein diesem ähnliches über dem 
Halbmesser beschriebenes Dreieck; bei der Ellipse und dem 
Kreis aber gleich demselben Unterschied mit verwechseltem 
MinuenduB und Subtrahendus. 
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Fig. 49 lt. 50. Sei eine Hyperbel oder eine Ellipse oder ein Kreisum- 
fang mit dem Durchmesser AB und dem Centrum C gege^ 
beu; und In einem Punkt E des Schnitts die Tangente ED, 
die Ordinate EF, so wie im Scheitel B die Linie BL paral- 
lel jEF gezogen, bis sie der Verbindungslinie CE in L be- 
gegnet; werden femer von einem beliebigen Punkte G des 
Kegelschnitts an den Durchmesser hin GH || ED und GK \\ 
EF gezogen, letztere aber nöthigenfalls bis zu ihrem Durch- 
schnitt M mit CE verlängert, so wird behauptet: 

/\GKH=BKML. 
Bew« Nach §. 39. ist das Verhältniss EFi FD zusammen- 
gesetzt aus dem Verhältniss CFiFExmA. dem Verhältniss des 
latus rectum zum latus transversum, da nun EF:FD^=i GK: 
KH xmi CF:FE=CB:LBj so ist das Verhältniss GKiKH 
zusammengesetzt aus dem Verhältniss CB : LB und dem Ver- 
hältniss des latus rectum zum latus transversum, weshalb, da 
auch /^ GKH und /^ CKM gleich sind oder sich zu 2 Koch- 
ten ergänzen, nacH §. 41. das doppelte Dreieck GKH bei der 
Hyperbel gleich dem doppelten Dreieck CKM, vermindert um 
* das doppelte Dreieck CBL, und also auch GKH=LBMK ist; 
bei der Ellipse findet Aehnliches Statt. 
Anderer Beweis: 

1) /\CDE:/\CEF=CD:CF, 

2) /\CLB:/\CEF=CB^:CF^, da nun nach §. 37, 
CD : CB=CB: CF, ist CD : CF= CB^ : CFS und also ^ 

3) A Cö-E = /\ CLBj welches voa A CiEF abgezogen, 
bei der Hyperbel (wovon letzteres abgezogen bei der Ellipse) 
ergiebt : 

4) /\EDF=EFBL. Nun ist 

5) A K^Ii ' A EFD = KG^:EF^:=:KB'KA:FB'FA 
— KC^ _ 5C2 : FC^ — BC^. Da aber FC^ : KC^ : BC^ = 
/\EFC: /\MKC: ^LBC, ist auch 

6) KC^ — BC^ : FC^ — CB^ = A MKC — ^LBC : 
/\^EFC—/\LBC=MKBL:EFBL, also 

1) /\KGH:/\EFD=: MKBLiEFBL, und also, da 
nach (4) A ^^-D = EFBLy auch 

8) /\KGH=MKBL. 

Anm. Die Gleichheit der Dreiecke CBL nnd CDE ist besonders zn 
merken, welche übrigens erst in Lib. III. §. 1. vom Apollonius bewiesen ist. 
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§. 44. Lehrsatz 44. Wenn eine Tangente an einem 
von zwei Gegenschnitten den Darchmesser schneidet und 
im Berührungspunkt eine Ordinate gezogen wird, wenn fer- 
ner damit von dem Scheitel des andern Gegenschnitts eine 
ParaUele gebogen wird, welche mit der Verbindungslinie des 
Mittelpunkts und des Berührungspunktes zusammentrifft, und 
wenn endlich von einem beliebigen Punkt des Kegelschnitts 
an den Durchmesser zwei Linien gezogen werden, deren eine 
der Tangente, die andere der Ordinate parallel ist, so ist das 
durch diese beiden Linien und den Durchmesser begränzte 
Dreieck gleich dem von den zuletzt gezogenen Parallelen, 
dem Durchmesser und der Linie vom Mittelpunkt nach dem 
Berührungspunkt begränzten Dreieck, vermindert um ein die* 
sem ähnliches Dreieck über dem Halbmesser des Schnitts. 

Seien zwei Gegenschnitte AF und BE mit dem Durch- Fig. 5i. 
messer AB und dem Mittelpunkt C gegeben, und von einem 
Punkt F in dem Schnitt FA die Ordinate FO und die Tan- 
gente FG bis an den Durchmesser gezogen, dann die Verbin- 
dungslinie FC verlängert^ bis sie dem Gegenschnitt in E be- 
gegnet, durch den Scheitel B werde die Linie BL parallel FO 
bis zum Durchschnitt tnit FE, und von einem beliebigen Punkt 
iV des Gegenschnitts BE die Linie NK || FG und NH || FO, 
erstere bis an den Durchmesser, letztere nöthigenfalls verlängert 
biß zum Durchschnitt M mit FE, gezogen, so wird behauptet : 

A NHK= /\ CMH— /\ CBL. 

Zieht man noch von E die Ordinate EX, so ergiebt sich 
die Richtigkeit der Behauptung aus dem vorigen Lehrsatz. 

Corollar. Es folgt hieraus leicht, dass zwei Tangen- 
ten, die an den Endpunkten eines Durchmessers zweier 
Gegenschnitte gezogen werden, parallel sind. 

§. 45. Lehrsatz 45* Wenn von einem Punkt einer 
Hyperbel, Ellipse oder eines Kj-eises bis an den zweiten 
Durchmesser eine Tangente und eine Parallele mit dem er- 
sten Durchmesser, so wie eine Linie nach dem Mittel- 
punkt, und von einem beliebigen andern Punkt des Ke- 
gelschnitts bis an den zweiten Durchmesser zwei Linien 
parallel mit jenen zuerst erwähnten gezogen werden, so ist . 
das von diesen letzteren und dem zweiten Durchmesser ge- 
bildete Dreieck bei der Hyperbel gleich der Summe zweier 
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Dreiecke; deren ersteres die Tangente zur Grundlinie und 
den Mittelpunkt zur Spitze hat; und deren anderes durch die 
vom zweiten Punkt mit dem ersten Durchmesser gezogene 
Parallele, den zweiten Durehmesser und die Linie vom Be- 
rührungspunkt nach dem Mittelpunkt gebildet wird, bei der 
Ellipse und dem Kreis gleich dem Unterschied derselben 
Dreiecke in gleicher Ordnung genommen. 
Pig.52u.53. Sei eine Hyperbel oder Ellipse oder der Umfang eines 

Kreises mit dem Durchmesser yAHy dem zweiten Durchmesser 
HDy also dem Mittelpunkt iT, gegeben, und von einem be- 
liebigen Punkt C im Umfang die Tangente GL, die den 
ersten Durchmesser in My den zweiten in L trifft, die Pa- 
rallele CD mit dem ersten Durchmesser und die Linie Cff, 
ferner von einem beliebigen zweiten Punkt B des Umfangs 
die Linie BE \\ CL und BF \\ CD gezogen, bis letztere CH in 
G schneidet, so wird behauptet, dass 

bei der Hyperbel A B^^ = A C^^^ + ^ GÄF, 
bei Ellipse und Kreis /\ BFE = /\ CHL — /\ GHF. 

Man ziehe noch von C und B an den ersten Durch- 
messer die Ordinaten CA, BN und construire über AH das 
/\ AHX ähnlich mit /\ CDL. Nach §. 39. ist das Verhält- 
niss von CK: KM, d.h. DL: CD, zusammengesetzt aus dem 
Verhältniss KH: CK und dem des latus rectum zum latus 
transversum, folglich wird nach §. 41. das über der Ordinate 
CK construirte Parallelogramm CDHK bei der Hyperbel 
gleich dem über der Abscisse CD construirten, dessen Hälfte 
CDL ist, vermindert um ein dem letzteren ähnliches über 
dem Halbmesser AHy bei Ellipse und Kreis gleich demselben 
Unterschied in verkehrter Ordnung sein, also auch 

1) ^ CDH = A CDL — A ^HX bei Hyperbel, 

2) A CDH= A AHX~ A CDL bei Ellipse. 
Folglich in jedem Fall 

3) /\CLH=^ABX. 
Nun ist zunächst für die Hyperbel 

4) l\CDH:/\GFH^CK^:BN^=HK^—HA'':HN^ 
— HA^, und da 

5) HA^ : HN^ : HK^ = /\HAX: /\FBE: ^DCLy 

6) A CDH: A GFH^ A DCL — A HAX: 

^FBE — /\HAXy 
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da aber nach 1) A CDH= ^ DCL — /\ HAX, ist auch 

7) A GFH= A F^E — A HAX, oder nach (3): 

^/\FBE—/\CLH. 

Bei der Ellipse sind nur die Zeichen in den Zeilen 4, 
6; 7 umgekehrt. 

§• 46. Lehrsatz ' 46. Wenn von einem Punkt einer 
Parabel eine Tangente und durch ihren Berührungspunkt 
eine Parallele mit dem Durchmesser gezogen wird^ so halbirt 
diese letztere alle der Tangente parallelen Sehnen. 

Sei eine Parabel mit dem Durchmesser ABD und im Fig. 64. 
Punkte C derselben die Tangente CA, so wie die Parallele 
CM mit AB gegeben; wird nun von einem beliebigen Punkt 
L der Parabel eine Sehne LF parallel mit CA gezogen, so 
wird behai:q>tet; dass diese durch CM in einem Punkt N hal- 
birt werde. 

Man ziehe von L, F und dem Scheitel B die Ordinaten 
LD; FGj BHy.\A^ sie CM in den Punkten My K, H schnei- 
den, verlängere noch LF, bis es in E den Durchmesser 
schneidet, so ist nach §. 42. 

1) /\LDE = OSHMD, 

2) A ^GjB = O BHKGy also GELD = O GKMD, 
folglich auch A ^^^^ = A ^^^ ^^^ da diese auch ähnlich 
sind, LN= NF. q. e. d. 

§. 47. Lehrsatz 47. Wenn von einem Punkt einer 
Hyperbel, Ellipse oder eines Kreisumfangs eine Tangente 
und ein Kadius gezogen wird, so halbirt letzterer, nöthigen- 
falls verlängert, alle der Tangente parallelen Sehnen. 

Sei eine Hyperbel oder eine Ellipse oder ein Kreisum-pig.ssau.b. 
fang mit dem Durchmesser AB, dem Scheitel B und dem 
Mittelpunkt C gegeben, und werde in einem beliebigen 
Punkt E des Umfangs eine Tangente ED bis an den Durch- 
messer und ein B;adius EC, von einem andern beliebigen. 
Punkt G des Umfangs aber eine mit ED parallele Sehne 
GN gezogen, so wird behauptet, dass GN von CE in einem 
Punkt halbirt wird. 

Man ziehe von G, N, B die Ordinaten GK, NF, BL, 
bis sie CE in den Punkten M, X, L schneiden, so ist nach 
§. 43. 

1) /^GHK^BLMK, 

ApolloniuBi KegolBchDitte. 4 
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2) ^NFH^BLXF, also GNFK=KMXF, und folgUcb 
A GOM=: A NOX, da aber diese Dreiecke auch ähnlich 
sind, ist GO = ON. q. e. d, 

§. 48. Lehrsatz 48. Wenn von einem Punkt im Um- 
fang eines von zwei Gegenschnitten eine Tangente und ein 
Badius gezogen werden, so halbirt letzterer in seiner Verlän- 
gerung alle im zweiten Gegenschnitt parallel mit der Tan- 
gente gezogenen Sehnen. 
Fig. 56. Seien zwei Gegenschnitte mit dem Durchmesser AB, 

dem Mittelpunkt C gegeben, und im Punkte L des einen 
von ihnen die Tangente LK und der Radius LC gezogen, so 
wird behauptet, dass die im andern Gegenschnitt parallel mit 
LK gezogene Sehne NG von der verlängerten LC in einem 
Punkt halbirt wird. Man ziehe noch im Punkt E, wo die 
verlängerte LC den zweiten Gegenschnitt trifft, die Tangente 
EDy so ist nach dem, was in §. 44. am Schluss gesagt ist, 
diese parallel mit LK, wodurch der Satz auf den vorigen 
zurückgebracht ist. 

§. 49. Lehrsatz 49. Wenn von einem beliebigen 
Punkt einer Parabel eine Tangente bis an einen Durchmes- 
ser und eine Parallele mit diesem, vom Scheitel aber den 
Ordinaten parallel eine Linie gezogen wird, und wenn, wie 
das Stück der Tangente zwischen dem Berührungspunkt und 
dieser letzten Parallelen, zu dem Stück der mit dem Durch- 
messer gezogenen Parallelen vom Berührungspunkt bis zu 
derselben Linie so eine neue Länge zur doppelten Tangente 
sich verhält, so ist das Quadrat einer von einem beliebigen 
Punkt der Parabel parallel mit der Tangente an die von 
ihrem Berührungspunkt ausgehende Parallele mit dem Durch- 
messer gezogene Linie gleich dem Rechteck des auf dieser 
dadurch abgeschnittenen Stückes und jener erwähnten neuen 
Länge, d. h. es ist für den vom Berührungspunkt ausgehen- 
den Durchmesser diese neue Länge das zugehörige latus 
rectum. 
Fig. 57. Sei eine Parabel mit dem Durchmesser CBM, dem 

Scheitel B gegeben, und werde im Punkte D derselben bis 
an den Durchmesser die Tangente DC, so wie die Parallele 
FDN mit dem Durchmesser, im Scheitel aber den Ordinaten 
parallel die Linie BEF gezogen, die die Tangente in E, die 
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Parallele ND in F schneidet; sei nun DF:DE=2CD:X, 
so wird, wenn von einem beliebigen Punkt K der Parabel 
bis an DN hin eine Parallele KL mit DC gezogen wird, be* 
hauptet : 

KL^ =LDX. 
Man ziehe noch die Ordinaten DG imd KM^ welche 
letztere FD in N trifft; und verlängere KL bis an den Durch- 
messer zum Punkt P. Nun ist 

1) /\KPM=:^OBFNM 

xaidy wenn in letzterem das Stück DFE durch das gleiche 
CBE ersetzt wird, 

2) ^KPM=NDCM] 

subtrahirt man nun das gemeinschaflliche NLPM, so bleibt 

3) /\KLN=LDCP. 

Wenn aber ein Dreieck und ein Parallelogramm glei- 
chen Inhalt und einen gleichen Winkel haben ^ so ist das 
Bechteck der diesen einschliessenden Seiten im Dreieck dop- 
pelt so gross als im Parallelogramm; also 
KLLN^DL2DG und, ^^DF:DE^LN:KL = 2CDi X, 

KL2DC=X'LN , 

also 

KL^ =DL'X. q. e. d. 

§. 50. Lehrsatz 50. Wenn eine Tangente an einer 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreise mit einem Durchmesser 
zusammentrifft; und vom Berührungspunkt einb Linie nach 
dem Mittelpunkt; vom Scheitel aus aber eine Ordinate bis 
zu dieser Verbindungslinie gezogen wird; und wenn, wie das 
Stück der Tangente zwischen dem Berührungspunkt und die- 
ser Ordinate zu dem Stück der vom Mittelpunkt aus gezo- 
genen Linie zwischen denselben GränzeU; so eine neue Länge 
sich zur doppelten Tangente verhält; so ist das Quadrat einer 
von einem beliebigen Punkt des Kegelschnitts aus parallel 
der Tangente bis an die Verbindungslinie des Mittelpunkts 
nut dem Berührungspunkt gezogenen Linie gleich dem Rechteck 
aas der vorerwähnten neuen Länge und dem Stück des Halb- 
messers zwischen dieser Linie und dem Berührungspunkt bei 
der Hyperbel vermehrt um ein Rechteck von gleicher Breite, 
das ähnlich ist dem zwischen dem doppelten Halbmesser und der 
neuen LängC; bei der Ellipse um ein eben solches vermindert. 

4» 
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Fi«.Mk«.]^ Sei eine Hyperbel oder Ellipse oder der Umfang eines 
Krases mit dem Durchmesser AB und dem Mittelpunkt C 
gegebw, und im Funkte E an den Durchmesser hin die 
Tangente -ED gezogen, die Verbindungslinie EC aber über 
C hinaus verdoppelt zum Funkt Ky und nöthigenfalls auch 
über E verlängert^ vom Scheitel B werde die Ordinate BFGy 
in E lothrecht gegen EC die Linie EHy so dass FE : EG = 
EH: 2 ED, femer die Verbindungslinie HK gezogen. Nun 
siehe man von einem beliebigen Funkt L des Kegelschnitts 
eine Linie LMX parallel der Tangente, die CE in My CD in 
X trifft, und von L auch die Ordinate LNy die CE in R 
schneidet; endlich ziehe man von M eine Farallele mit EH, 
bis sie HK in P trifft, so wird behauptet: 

L3f2 =EM'MR 

Constr. Man ziehe noch von C mit HK die Farallele 
COy die MP in 0, EH in S schneidet. 

Beweis. Nach §.43. ist 

1) A LNX = RNBG 

und wenn man in letzterem das ^ GEF durch das gleiche 
Dreieck BFD ersetzt, (dass diese Dreiecke gleich sind, ist 
in in. 1. bewiesen, folgt aber auch leicht aus dem Bisheri- 
gen-, ist ET die Ordinate in E, so ist CD:CB=CB: CT=z 
CG : CE und folglich BE parallel DG, also /^DFB = /\ GFE) 

2) /\LNX=RNDEy 

oder wenn auf beiden Seiten NRMX weggelassen wird, 

3) /\,LMR = EMXDy 

und da diese einen Winkel gleich haben, ist: 

4) LM' MR = EM' [ED + MJC], 

aber, da, FE:EG = LM: MR=EH:2 ED, oder was das- 
selbe ist, LM: MR = ES: ED, ist 

5) LMED = MR'ES, 
also durch Multiplication von 4. und 5. 

6) LM^=EM'^[ED + MX]', 

da aber ES : ED = MO : MX, erhält man sogleich 

7) Lilfa =, EM [ES -f- MO] , 

und da endlich ES = SH= OP, LM^ = EM • MR q. e. d. 

§. 51. Lehrsatz 51. Wenn an einem von zwei Gfe- 
genschnitten eine Tangente gezogen wird, die 'den Durch- 
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messer sclineidet, vom Berührungspunkt nach dem Mittelpunkt 
eine gerade Linie gezogen und bis zum andern Gegenschnitt 
verlängert wird, im Scheitel des ersten aber eine Ordinate 
gezogen wird, und wenn, wie das Stück der Tangente zwi- 
schen dem Berührungspunkt und dieser Ordinate zu dem 
Stück der vom Mittelpunkt her gezogenen Linie zwischen 
denselben Gränzen, so eine neue Länge sich zur doppelten 
Tangente verhält, so ist das Quadrat einer Linie, die im 
andern Gegenschnitt parallel der Tangente bis an die vom 
Berührungspunkt durch den Mittelpunkt gehende Linie ge- 
zogen wird, gleich dem Rechteck aus dem durch sie darauf 
abgeschnittenen Stück und jener neuen Länge, vermehrt um ein 
Rechteck von gleicher Breite, das ähnlich ist dem aus dieser 
neuen Länge und dem zwischen beiden Gegenschnitten lie- 
genden Stück der durch den Mittelpunkt gehenden Linie. 

Seien zwei Gegenschnitte mit dem Durchmesser AB, dem pig. 69. 
Mittelpunkt E und im Punkte C des einen -die Tangente CD 
gegeben, werde femer die Linie CE gezogen und bis an den 
andern Gegenschnitt zum Punjct F verlängert, xmd im Schei- 
tel B des ersten der beiden Gegenschnitte die Linie BLO 
' den Ordinaten parallel gezogen, die CD in L, CE in G schnei- 
det, und sei CL : CG = X:2 CD, wo X eine neue Länge ist, 
so ist klar, dass in dem Gegenschnitt BC das Quadrat einer 
von einem beliebigen Punkt des Schnitts an die verlängerte 
EC parallel mit CD gezogenen Linie gleich einem Rechteck 
aus X und dem durch eine solche Parallele auf EC gebildeten 
Abschnitt vermehrt um ein Rechteck von gleicher Breite 
ähnlich den zwischen X und CF enthaltenen ist Es wird 
nun behauptet, dass dasselbe auch im andern Gegenschnitt 
AF statt findet. 

Man ziehe in F die Tangente FM und im Scheitel A 
den Ordinaten parallel AKN. Nun ist FM \\ CD und FM = 
CD und da auch EFt=EC, also überhaupt die zu beiden Sei- 
ten von E liegenden' geradlinigen Figuren congruent sind, ist 
also FK:FN=^X:2FM, woraus die Behauptung erhellt. 

Durch diese Lehrsätze ist nun gezeigt, dass in der Pa- 
rabel eine jede Linie, die parallel mit dem aus der Erzeu- 
gung herrührenden Durchmesser gezogen wird, ein Durch- 
messer ist; in der Hyperbel aber, der Ellipse und den Ge- 
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gensclmitteii jede durch den Mittelpunkt gehende Linie ; dasß 
femer für jeden Durchmesser die Quadrate der parallel mit 
der Tangente im Scheitel gezogenen Ordinaten bei der Pa- 
rabel gleich den daran liegenden Bechtecken [aus AbscisBe 
und latus rectum] sind, bei der Hyperbel und den Gegen- 
Achnitten gleich diesen Kechtecken vermehrt um eine gewisse 
Figur und bei der Ellipse vermindert um dieselbe Figur; 
endlich folgt hieraus, dass, was für die aus der Erzeugung 
herrührenden Durchmesser bewiesen ist, auch gelte für belie- 
bige andere Durchmesser, 

§. 52. Aufgabe 1. Wenn ein rechter Winkel, dessen 
einer Schenkel eine gegebene Länge hat und dessen anderer 
Schenkel unbegränzt ist, gegeben ist, eine Parabel zu con- 
struiren, für welche der letztgenannte Schenkel ein Durchmes- 
ser, der erstgenannte das zugehörige latus rectum ist und in 
welcher die zu diesem Durchmesser gehörigen Ordinaten einen 
gegebenen Winkel mit demselben bilden. 

Sei eine Ebene mit der Geraden AB und dem festen 
Endpunkt A und ausserdem senkrecht darauf die Länge AD 
gegeben; man soll eine Parabel construiren, deren Durchmes- 
ser ABy Scheitel der Punkt A, und zugehöriges latus rectum 
die Länge AD ist^ und zwar 

1. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel ein Rechter ist. 
Flg. 60a. Construction. Verlängere BA um ein beliebiges 
Stück AE, das grösser als der vierte Theil von AD ist, suche 
zu AE und AD die mittlere Proportionale und construire 
in der lothrecht auf der gegebenen stehenden Ebene über 
AE ein Dreieck AEF, dessen Seite -4F= AE, und EF gleich 
der erwähnten mittleren Proportionale ist (dieses Dreieck ist 
möglich, weil die Grundlinie £F = ^AE- AD < 2 AE ist); 
ziehe von F eine Linie FK parallel und gleich mit uiiEy ziehe 
AK und beschreibe darum als Durchmesser einen Kreis, dessen 
Ebene lothrecht auf der Ebene des Dreiecks AEF steht, so 
ist der Durchschnitt desjenigen Kegels, dessen Spitze F und 
dessen Grundfläche der erwähnte Kreis ist, mit der gegebe- 
nen Ebene die verlangte Parabel. 

Beweis. Man lege durch einen beliebigen Punkt X des 
erhaltelien Durchschnitts eine Ebene parallel mit der dcG) 
Kreises AK^ die die verlängerten Linien FAjFK,EA in den 
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Punkten NyMyB und den Kegelschnitt zum zweiten Male in 
Li trifft. 

Da nun erstens die Schnittebene XAL parallel mit der Sei- 
tenlinie FM des Kegels ist, muss der erhaltene Kegelschnitt eine 
Parabel sein. Da zweitens die Ebenen NXMjXBA lothrecht 
auf der Ebene NFM stehen, muss auch ihr Durchschnitt XBL 
lothrecht auf BA und BN stehen; also ist B die Mitte von 
XL und die Linie AB ein Durchmesser der Parabel, der von 
den zugehörigen Ordinaten unter einem rechten Winkel ge- 
schnitten wird. Dritteus ist zu zeigen, dass XB^ i=:^AB*AD ist. 

Setzt man aber in -7^ zuerst XB^ = NB • BM, dann -tf: = 

AB ^ AB 

j^ und BM =5 jEF, so erhält man -jg = 7^ ; welches nach 
Construction gleich AD ist. 

2. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel kein Rechter, 
sondern der Winkel HAE ist. 

Construction. Mache AE gleich der Hälfte von ^iZ), Fig. eob. 
fillle von E auf AH das Loth EH, ziehe von -ff die Linie 
HL parallel EA, fälle von A auf HL das Loth AL, halbire 
HL in K und suche zu KLyAL die dritte Proportionale üCJf, 
beschreibe dann wie in voriger Auflösung für die Gerade 
KL mit dem festen Endpunkt K als Durchmesser, die Länge 
KM als latus rectum und den Ordinatenwinkel gleich einem 
Rechten eine Parabel, so ist das die verlangte. 

Beweis. Errichte in K auf HL das Loth KG, das" AH in 
F, AE in G schneidet. Die Parabel geht nun erstens durch 
den Punkt A, weil AL^ = KL • KM nach Constr. Zweitens ist 
AB ein Durchmesser derselben, weil AB parallel mit KL ist nach 
§. 46., ferner ist AH eine Tangente und also HAE der Ordi- 
natenwinkel nach §. 33. und §. 46. Drittens ist die Linie AD 
gleich dem zu dem Durchmesser AB gehörigen latus rectum, 
denn hiesse dasselbe X, so müsste nach §. 49. AG:AF = 
2AH:X, da, eiher /\AGFc^ /\AHE/i&i AG: AF:=:zAH:AE, 
also X= 2AE= AD. q. e. d. 

§. 53. Aufgabe 2. Wenn zwei begränzte Gerade, die 
einen rechten Winkel bilden, gegeben sind und die erste 
über den Scheitelpunkt hinaus verlängert wird, in der Ebene 
der beiden Linien eine Hyperbel zu finden, so dass die ver- 
längerte Gerade ein Durchmesser, die Spitze des rechten * 
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Winkels der Scheitelpunkt, der Ordinatenwinkel ein gegebener 
Winkel und die ursprünglich gegebenen Geraden das latus 
transversum und latus rectum sind. 

Seien AB und AC zwei gegebene begränzte Gerade, die 
bei A einen rechten Winkel bilden, man soll über der ver- 
längerten BA in der Ebene BAC eine Hyperbel construiren, 
deren Scheitel A, deren Durchmesser und zugleich latus trans- 
versum BA, und deren latus rectum AC isty 

1. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel ein Kechter ist. 
Fig. 61. Construction. Construire in der auf der Ebene jB-4C 

in der Linie BA lothrecht stehenden Ebene einen Kreis, 
dessen Sehne AB ist, und dessen auf AB senkrechter Durch- 
messer LE von AB in K so getheilt wird, dass nicht EKi 
KL > BA : AC. Nimm dann auf KL einen Punkt M an, so 
dass EK : KM =i BA: AC ist, und errichte in M auf LE ein 
Lotb, das den Kreis in F trifft (es muss aber den Kreis 
treffen, da der Punkt M innerhalb des Kreises liegt), ziehe 
FA,BF und schneide auf der verlängerten BF das Stück 
FX'=FA ab, so ist der Durchschnitt des Kegels, dessen 
Spitze F und dessen Grundfläche ein um AX als Durchmes- 
ser senkrecht gegen die Ebene AFB beschriebener Ki-eis ist, 
mit der Ebene BAC die verlangte Hyperbel. 

Beweis. Ziehe FE, das BA m JV schneidet, und lege 
durch einen beliebigen Punkt R des erhaltenen Kegelschnitts 
eine Ebene parallel mit dem um AX beschriebenen Kreis, 
die die verlängerten Linien BA, FA, FX in den Punkten D, 
H,G, den Kegelschnitt zum zweiten Mal in P schneidet. Der 
durch den Kegel in der Ebene BAC erzeugte Schnitt ist nun 
erstens eine Hyperbel, denn die Schnittebene wird von der 
Verlängerung der Seitenlinie FX des Kegels über den Scheitel 
desselben hinaus im Punkte B getroffen. Da zweitens die Ebe- 
nen GRH und RDB lothrecht auf der Ebene BAF stehen, muss 
ihre Durchschnittslinie RDP lothrecht sowohl auf DG als 
auf DB stehen, mithin ist D die Mitte von RP, also BA ein 
Durchmesser der Hyperbel und der zugehörige Ordinatenwin- 
kel ein Rechter. Drittens ist zu zeigen, dass AC das latus re-- 
: ctum ist, oder was dasselbe ist, isiss RD^:DA^DB = AC:BA 
Da in dem gleichschenkligen Dreieck GFH der Aussenwinkel 
an der Spitze durch die Gerade FE halbirt wird, denn Bogen 
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BE=^EA nach Construction, ist ^F parallel mit GHy also 
/\ ADH oj /\ ANF und deshalb DH: AD = FN: AN, femer 
/\ GDB cv> /\FNB und deshalb GD:BD=^FN: BN, also er- 
hält man, -da noch RD^ = GD - Di? und AN'BN= FN-EN 
ist: ÄZ)2 iDA' DB = DHDGiDA^J)B = FN^ : BN- AN 
= FN: NE = MK:KE = AC:BA und also AC das latus 
rectum, q. e. d. 

2. Fall. Angenommen der Ordinatenwinkel sei kein 
Rechter, sondern der Winkel BAH. / 

Construction. Halbire BA in D, beschreibe über AD ng. es. 
einen Halbkreis , ziehe parallel mit AH eine Linie GF zwi- 
schen die verlängerte BA und den Halbkreis, so dass GF^ : 
GA*GD=^AC:AB (siehe Anmerkung), ziehe DF, die den 
Schenkel des gegebenen Winkels in H schneidet; nimm auf 
der Linie DF den Punkt i, so dass DL^ =DFDH, ver- 
längere LD um sich selbst zum Punkte K, errichte in F auf 
DF ein Loth FM, so dass AF^ = FL • FM, ziehe KM, die 
das in L auf Äl errichtete Loth in N triflFt und construire 
endlich für die beiden begränzten Geraden KL,LN als latus 
transversum und latus rectum und den Ordinatenwinkel gleich 
einem Rechten eine Hyperbel nach der vorigen Auflösung, 
so ist dies die verlangte. 

Beweis. Verlängere noch das in L errichtete Loth iJNT, 
bis es AH in O, AB in X trifft. Die construirte Hyperbel 
geht nun erstens durch den Punkt A, da nach Construction 
AF^ = LF • FM ist. Zweitens ist AH eine Tangente an ihr 
und folglich BAH für den Durchmesser BA der zugehörige 
Ordinatenwinkel, da DL^ = DH* DFnach Construction. Drit- 
tens ist zu zeigen, dass das für das latus transversum BA 
zugehörige latus rectum Y gleich AC ist. Nach §. 50. ist 
aber AX:A0 = 2 AH: Y und da AX: AO = GA : GF und 
AD : AH= GD : GF, erhält man AXADiAGAH^GA- 
GD : GF^ = BA : AC; ersetzt man hierin das Verhältniss AX: 
AO durch das nach §. 50. gleiche 2 AH: Y, so erhält man 2 
AH'AD:Y'AH=BA:AC, worin sich AH hebt, und da 2 
AD = BA, ist auch Y=AC. q. e. d. 

Anm. Die AnflösuDg der Aufgabe zwischen einen Halbkreis and den Fig. 63. 
verlängerten Dorchmesser desselben eine Gerade von gegebener Bichtang so 
ivL legen, dasß ihr Qoadrat zn dem Rechteck der durch sie aaf dem Durch- 
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measer ^bildeten Abschnitte ein gegebenes Verhältniss hat, kann folgender- 
massen geschehen. 

Sei AD der Durchmesser, jp ; q das gegebene Verhältniss, a der gegebene 
Winkel. Trage an AD im Punkte A den Winkel a an, fälle vom Mittelpunkt 
S auf den zweiten Schenkel ein Loth , das den Kreis in T triflft ; ziehe in T 
eine Tangente, die den verlängerten Durchmesser DA in 27 trifft, und suche 

auf TU einen Punkt Z, so dass UZ: TZ=p:^^^, ziehe SZ, die den Kreis 

in F triüt, so ist die durch F parallel mit TU gelegte Linie die verlangte. 
Seien ö, F, W die Punkte, in denen der verlängerte Durchmesser DA, die Linie 
ST und der Kreis zum zweiten Male von der durch F gelegten Parallelen 

getroffen, werden, so ist UZ'.ZT= GF: FV=p:^^-^y und folglich QFz 

GW=^p:q', erweitert man das erste Verhältniss mit OF und setzt statt 
GF ' GW das gleiche GA • GD, so erhält man GF* : GA:GD=:p:q. 
w, z. b. w. 

§. 54. Aufgabe 3. Wenn zwei begränzte Gerade; die 
einen rechten Winkel bilden, gegeben sind, um die eine 
derselben als Durchmesser eine Ellipse zu beschreiben, die 
in der Ebene der beiden Geraden liegt, die Spitze des rech- 
ten Winkels zu einem Scheitel und die erste der beiden Ge- 
raden zum latus transversum, die andere zum latus rectum hat 

Seien BA,AC die^ gegebenen Geraden, die bei A einen 
rechten Winkel bilden; man soll über BA als Durchmesser 
in der Ebene BAC eine Ellipse construiren, der^n latus trans- 
versum AB und deren latus rectum AC ist, 

1. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel ein Rechter und 
AB grösser als AC ist. 

Fig. 64. Construction. Construireüber BA als Sehne in der 

auf BAC lotlirechten Ebene einen Kreis, nenne die Mitte des 
einen Kreisbogens über AB D, und ziehe von D eine Sehne 
DF, deren Verlängerung die verlängerte BA in E schneidet, 
so dass DE:EF= BA: AC ist. Ziehe FA und FB und 
schneide auf beiden gleiche Stücke FG,FH ab; construire 
über GH als Durchmesser in der auf FAB lothrechten Ebene 
einen Kreis GNH, so ist der Durchschnitt desjenigen Kegels, 
dessen Spitze F und dessen Grundfläche der um GH be- 
schriebene Kreis ist, mit der gegebenen Ebene die verlangte 
Ellipse. 

Beweis. Verlängere AB und GH, bis sie sich in K 
schneiden, ziehe voq K ein Stück KM der Durchschnittslinie 
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der beiden Ebenen CAB und ONH, ferner von F eine Paral- 
lele mit AB, bis sie die verlängerte GH in L schneidet. 

Der erhaltene Kegelschnitt ist nun erstens eine Ellipse, 
weil beide Punkte A und B auf den Schenkeln des gleich- 
schenkligen Dreiecks GFH sich befinden und nicht einer 
jenseit des Scheitels liegt 

Da zweitens die Ebenen GNH und CAB lothrecjit auf der 
Ebene des Achsendreiecks FGH stehen, muss auch ihre 
Durchschnittslinie MK und die ihr parallelen Linien loth- 
recht auf der Ebene FGH stehen, folglich ist AB ein Durch- 
messer der Ellipse, und der zugehörige Ordinatenwinkel ein 
Rechter. 

Es bleibt drittens zu beweiseu, dass in dieser Ellipse die 
Quadrate der Ordinaten zu den Rechtecken aus den Ab- 
schnitten, die sie auf dem latus transversum bilden, sich ver- 
halten wie ACiAB. Es verhalten sich nach §. 13. Lehrsatz 
TlnA Anmerkung die Quadrate der Ordinaten zu den Recht- 
ecken der Abschnitte auf dem latus transversum in der El- 
lipse wie LG'LHiFL^] da Dreieck FGH gleichschenklig 
Ut, die Peripheriewinkel über dem Bogen AB^ BD, DA zu- 
sammen zwei Rechte betragen, und BD =: DA ist, muss der 
Peripheriewinkel BFD gleich dem Basiswinkel FGH und also 
QL parallel ED sein. Also LG:FL — EF:EA und LH: 
FL = EF: EB oder zusammengesetzt: LG • LH: FL^ = EF^ : 
E4*EB=:EF^:EF'ED = EF:ED = AC:AB. q. e . d. 

2. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel ein Rechtet*, 
aber AB kleiner als AC ist. 

Construction. Halbire AB in D, errichte in D einpig. es. 
Loth EF, das gleich der mittleren Proportionale zwischen 
AB und AC ist und in D halbirt wird, und ziehe in F senk- 
recht gegen EF eine Linie FG, so dass AC:AB^=zEF:FG, 
wobei also FG<iEF ist, und construire nach dem vorigen 
Fall eine Ellipse für EF als latus transversum, FG als latus 
rectum, F als Scheitel und den Ordinatenwinkel gleich einem 
Rechten, so ist das die verlangte. 

Beweis. Da AC:EF=EF:AB, ist auch AC:AB = 
EF^:AB^ =ED^:AD^, und da AC:AB^EF:FG, also 
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EF:FG = ED^ :AD^, und deshalb sowohl A als B auf der 
Ellipse, und AC das für das latus transversum AB zugehö- 
rige latus rectum. 

3. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel kein Rechter 
ist; sondern der gegebene Winkel BAH. 

Flg. 66. Construction. Halbire 'IIB in D, beschreibe über 
AD einen Halbkreis, ziehe zwischen dem Halbkreis und dem 
Durchmesser AD parallel mit AH die Linie FG, so dass 
FG^ : AG'GD — AC: AB (siehe Anmerkung), ziehe DF, 
welches den Schenkel AH in H trifft; nimm in DH den 
Punkt L, so dass DL^ ^^ DF- DH, verlängere LD um sich 
selbst zum Punkte Ä, verlängere AF bis zu einem Punkt My 
so dass AF^ = LF* MF, ziehe AM, welches ein in L auf 
DL errichtetes Loth in N schneidet , und beschreibe für KL 
als latus transversum, LN als latus rectum und den Ordina- 
tenwinkel gleich einem Rechten eine Ellipse, nach dem 1. 
oder 2. Fall, so ist dies die verlangte. 

Beweis. Man verlängere das Loth LN, bis es AH in O, 
die verlängerte DA in X schneidet. Die Ellipse geht nun 
erstens durch den Punkt A, weil AF^ =LF'FM nach Con- 
struction. Zweitens ist AH eine Tangente und also BAH 
der zum Durchmesser gehörige Ordinatenwinkel, weil DL^ 
= DF'DHna,ch Construction. Drittens ist zu zeigen, dass 
das zu dem latus transversum AB zugehörige lajtus rectum Y 
gleich AC ist. Nach §. 50. ist AXiAO = 2 uiH: Y, es ist aber 
femer AX: AO = AG : GF und AD:AH=GD: GF, also 
zusammengesetzt AXADiAO- AH= AGGD: GF^ = AB : 
AC, oder wenn statt AXiAO das nach §.50. gleiche Ver- 
hältniss 2AH:Y eingesetzt wird, 2 AH- AD : Y- AH— AB : 
AC und wenn ^Ä gehoben wird, da 2 AD ^= AB, auch y = 
AC. q. e. d. 

Anmerkung. Die Aufgabe, zwischen einen Halbkreis und seinea 
Durchmesser eine Linie von gegebener Richtung zu legen, so dass ihr Qua- 
drat zu dem Rechteck der durch sie gebildeten Abschnitte ein gegebenes Ver- 
hältniss hat, geschieht ebenso wie in der Anmerkung zu §. 53. angegeben ist, 
wenn nur der Punkt Z auf der verlängerten UT statt auf UT selbst bestimmt 

q — p Q •{- p 
' und statt — — • > — - — genommen wird. 

§. 55. Aufgabe 4. Wenn zwei begränzte gerade Li- 
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nien gegeben sind, die einen rechten Winkel bilden, Gegen- 
schnitte zu constrniren, von denen die eine der gegebenen 
Linien das latus transversum, und ihr Endpunkt der Scheitel, 
die andere Linie aber das latus rectum ist, und für welche 
der Ordinatenwinkel gegeben ist. 

Seien EB, BH die gegebenen begränzten Geraden, diepig. er. 
bei B einen rechten Winkel bilden, und a der gegebene 
Winkel, so construire man zuerst nach §. 53. eine Hyperbel 
für EB als latus transversum, BH als latus rectum, a als 
Ordinatenwinkel; errichte dann auf BE in E ein Loth EK = 
BH und construire eine zweite Hyperbel für BE als latus 
transversum, EK als latus rectum, a als Ordinatenwinkel, so 
sind diese beiden Hyperbeln die verlangten Gegenschnitte. 

§. 56. Aufgabe 5. Wenn ' zwei begränzte gerade Li- 
nien, die sich halbiren, gegeben sind, um jede derselben als 
latus transversum ein Paar Gegenschnitte zu construiren, so 
dass die gegebenen geraden Linien für beide Paare conju- 
girte Durchmesser sind und das latus transversum von jedem 
Paar Gegenschnitte die mittlere Proportionale zwischen latus 
transversum und latus rectum des andern Paares ist. 

Seien AC, DE die gegebenen Geraden, die sich imPig. es. 
Punkte B halbiren; man soll für jede derselben als Durch- 
messer Gegenschnitte construiren, so dass ACj DE für beide 
Paare conjugirte Durchmesser sind, und DE die mittlere 
Proportionale zwischen latus rectum und transversum der 
um AC beschriebenen Gegenschnitte, AC aber die mittlere 
Proportionale zwischen latus rectum und transversum der um 
DE beschriebenen ist. Sei LC die dritte Proportionale zu 
C4, DE und senkrecht gegen AC, und werden für die bei- 
den rechtwinkligen Geraden AC, CL als latus transversum 
und rectum Gegenschnitte FAG, HCK construirt mit dem 
gegebenen Ordinatenwinkel DBC, so wird DE der zu CA 
gehörige conjugirte Durchmesser sein, weil es die mittlere 
Proportionale zwischen dem latus rectum LC und dem latus 
transversum CA, parallel den Ordinaten, und im Punkte B 
halbirt ist. Sei ferner DR die dritte Proportionale zu DE, 
AC und senkrecht gegen DE, und werden für die beiden 
rechtwinkligen Geraden JSD, DR als latus transversum und 
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latus rectum Gegenschnitte NDM, OEX constrüirt mit dem 
gegebenen Ordinatenwinkel DBC, so wird AC für diese Öe- 
genschnitte der zu DE zugehörige conjugirte Durchmeiiser 
sein. Also halbirt AC alle der Linie DE parallelen Sehnen 
in den Gegenschnitten FAGy HCK, und DE alle der Linie 
AC parallelen Sehnen in den Gegenschnitten MDN, OEX. 
Dies aber war verlangt. Solche Gegenschnitte heissen con- 
jugirte Schnitte. 
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Zweites Buch des ApoUoniiis von Perga 

über Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Eudemos. 

Es freut mich, wenn Du wohl bist; ich befinde mich 
ziemKch nach Wunsch. Ich habe meinem Sohn ApoUonius 
das zweite Buch der Kegelschnitte^ das ich geschrieben habe, 
übergeben, dass er es Dir bringe. Du wirst dasselbe sorg- 
fältig durchlesen und denen mittheilen, die Dir dessen wür- 
dig scheinen werden. Auch dem Geometer Philonidas, den 
ich in Ephesus Dir zum Freunde gemacht habe, wirst Du 
dasselbe zu lesen geben, wenn er einmal nach Pergamus 
kommt. Sorge, dass Du gesund bleibst. 



§, 1. Lehrsatz 1. Wenn auf einer Tangente im Schei- 
tel einer Hyperbel vom Berührungspunkt aus nach beiden 
Seiten gleiche Stücke abgeschnitten werden, welche einzeln 
gleich der mittleren Proportionale zwischen dem halben latus 
transversum und dem halben latus rectum sind, so treffen die 
Linien, die vom Mittelpunkt nach den erhaltenen Endpunk- 
ten gezogen werden, mit der Hyperbel nicht zusammen. 

Sei eine Hyperbel mit dem Durchmesser AB, dem Mit-Fig 69. 
telpunkt C und dem latus rectum BF gegeben, und werde 
auf der im Scheitel B gezogenen Tangente nach jeder Seite 
zu ein Stück, BD nach der einen, BE nach der andern Seite, 
abgeschnitten, dessen Quadrat gleich dem vierten Theile des 
Bechteeks aus AB und BF ist, und die Linien CD, CE ge- 
zogen, so wird behauptet, dass diese Linien mit der Hyper- 
bel nicht zusammentreifen. 

Beweis. Träfe die verlängerte CD die Hyperbel in 
G, so ziehe man die Ordinate GH, dann wäre 
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1) Gm .HB HA, d. h. Gm : HC» — CB^ == BF: BA, 
oder wenn das zweite Yerhältniss mit —r- erweitert und 

4 

\ BA . BF= BB^, \ BA^ = CB^ gesetzt wird, 

2) <3tm : HC^ — CB^ = BD^ : BC^. 

Es ist aber aus der Aehnllchkeit der Dreiecke CHG, CDB 

3) Gm : HC^ = BD^ : BC^. 

Also müsste HC^ = HC'^ — CB^ sein, welches unmöglicli ist, 
und folglich kann die verlängerte CD mit der Hyperbel nicht 
zusammentr efFen . 

§. 2. Lehrsatz 2. Unter denselben Voraussetzungen 
ist zu zeigen, dass von C aus in den Winkelraum DCE keine 
andere Asymptote gezogen werden kann. 
Flg. 70. Wäre CL eine solche Asymptote, so ziehe man vom 
Scheitel B mit CD eine Parallele, bis sie CL in L trifft; 
fernet* von L parallel mit DB die Ordinate LH, welche die 
verlängerte CD in G, die Hyperbel in K schneidet. Nun 
ist nach dem, was in §.1. bewiesen: 

1) Äff2 : HC^ — CB^ = GH^ : HC\ oder 

2) Gfl2 —Km : C52 = GIP : HC^ = DB^ : CB^ ; 

also müsste GH^ — KH^ = DB^ sein, was unmöglich ist, 
denn GH^ — KH^ = {GH — KH) • {GH + Kff) = GK- 
{GK+2KH) und GK>GL, aber GL = DB. Mithin ist 
bewiesen, dass ausser CG und CM keine andere Asymptote 
in den Winkekaum GCM gezogen werden kann. 

§. 3. Lehrsatz 3. Wenn eine gerade Linie eine Hy- 
perbel berührt, so schneidet sie beide Asymptoten und ihr 
Berührungspunkt ist die Mitte des Stücks zwischen den 
Asymptoten; das Quadrat ihrer Hälfte aber ist gleich dem 
vierten Theil des zum Durchmesser nach dem Berührungs- 
punkt gehörigen Rechtecks. 
Fig. 7J. Sei ABC eine Hyperbel, E ihr Mittelpunkt, EF, EG die 

Asymptoten und in B eine Tangente gezogen. Träfe diese 
nun eine Asymptote EF nicht, so könnte man auf ihr nach 
der Seite, dieser Asymptote zu ein Stück BH gleich der 
mittleren Proportionale zwischen dem halben latus rectum 
und dem halben latus transversum abschneiden, dann wäre 
nach §. 1. EH eine andere Asymptote, was nach §. 2. un- 
möglich ist. Also trifft die Tangente jede Asymptote und 



^ 



65 

es ist das Quadrat- jedes Stücks zwischen Berührungspunkt 
imd Asymptote gleich dem vierten Theil des zum Durch- 
messer gehörigen Rechtecks. 

§. 4. Aafgabe 1 . Wenn ein Winkel und zwischen sei- 
nen Schenkeln ein Punkt gegeben ist, eine Hyperbel zu 
construiren, die durch den Funkt geht und die Schenkel des 
Winkels zu Asymptoten hat. 

Sei BAC der Winkel, 2) der Punkt zwischen seinen Fig. 72. 
Schenkeln ; man soll eine Hyperbel construiren, die durch D 
geht und AB, AC zu Asymptoten hat. Man ziehe DA und • 
verlängere es über A bis E, so dass AE = AD ist; ferner 
, ziehe man von D, parallel mit BA, die Linie DF, welche 
AC in F schneidet , mache AF = FC und ziehe CD , welche 
AB in B trifft. Endlich nehme man zu DE und BC die - 
dritte Proportionale G und beschreibe für den Durchmesser 
ED das latus transversum ED, das latus rectum G und den 
Ordinatenwinkel BDA eine Hyperbel, so ist dies die ver- 
langte. 

Weil AF=FC und FD parallel AB, ist BD^DC, und 
da BC die mittlere Proportionale zwischen latus rectum und 
transversum, ist es BD zwischen den Hälften dieser Linien, 
also sind AB, AC Asymptoten der Hyperbel. 

^nm. Commandinos sagt, dass diese Aafgabe nicht yom Apollonius, 
sondern vom Eutocius oder irgend einem andern herrührt; 1) weil Archime- 
des im 4. Satz des 2. Buchs über Kugel und Cylinder sagt: w^ $k ^si ^la tou 

TW5, htti^vi oux auTO'&ev xstrat Iv Totg xwi/ixotg (rrof^^sloig, 2) Weil Pappus un- 
ter den Lemmen, die er zum fünften Buch giebt, diese Aufgabe mit derselben 
Anflösang behandelt. 

§. 5. Lehrsatz 4, Wenn ein Durchmesser einer Para- 
bel oder Hyperbel eine Sehne halbirt; so ist die Tangente 
im Scheitel dieses Durchmessers parallel der halbirten Sehne. 

Sei ABC eine Parabel oder Hyperbel mit dem Durch- Fig. 73. 
messer DBE, FBG eine Tangente im Scheitel B] und werde 
die Sehne AC vom Durchmesser DB im Punkte E halbirt, 
so wird behauptet; dass AC parallel FG ist. Wäre dies 
nicht der Fall, so ziehe man die Sehne CH parallel mit FG 
und verbinde H mit A. Trifft nun CH den Durchmesser 
DB in K, so ist nach L 46. und 47. HK := CK, und also 
AH parallel mit KE, was nach I. 22 unmöglich ist. 

ApoUonins, Kegelschnitte. 5 
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§, 6. Lehrsatz 5. Wenn ein Durchmesser einer Ellipse 
oder ^ines Kreises eine nicht durch den Mittelpunkt gehende 
Sehne halbirt, so ist diese halbirte Sehne parallel der Tan- 
gente in einem Endpunkte dieses Durchmessers. 

Fig. 74. Sei eine Ellipse oder ein Kreisumfang mit dem Durch- 

messer AB gegeben, un4 werde eine nicht durch den Mittel- 
punkt gehende Sehne CD vom Durchmesser AB in E halbirt, 
so wird behauptet, dass CD parallel der im Endpunkt A des 
Durchmessers gezogenen Tangente ist. Wäre dies nicht der 

. Fall, so sei DF parallel mit der Tangente; wird nun DJF 
vom Durchmesser in G getroffen, so ist DG= GF und CF 
parallel mit GE, was unihöglich ist Denn entweder ist Cr 
der Mittelpunkt des Kegelschnitts, dann muss nach I, 23. die 
verlängerte CF mit dem Durchmesser zusammentreffen, oder 
G ist nicht der Mittelpunkt, dann ziehe man von D durch 
den Mittelpunkt K die Sehne DKH, dann ist also DK=zKH 
und also CH parallel mit AB] es war aber auch CF parallel 
ABj also lägen die drei Punkte CyF,H in gerader Linie, was 
unmöglich ist; also ist die Linie DC parallel der Tangente in A, 
§. 7. Lehrsatz 6. Wenn mit einer Tangente eines 
Kegelschnitts oder Kreises eine parallele Sehne gezogen und 
der Berührungspunkt der Tangente mit dem Mittelpunkt der 
Sehne verbunden wird, so ist diese Verbindungslinie ein 
Durchmesser. 

Flg. 76. "Sei ein Kegelschnitt oder ein Kreis ABC mit der Tan- 
gente FG in B gegeben, parallel mit FG die Sehne AC ge- 
zogen, und ihre Mitte E mit dem Berührungspunkt B ver- 
bunden, so wird behauptet, dass BE ein Durchmesser ist. 
Wäre dies nicht der Fall, so sei BH ein Durchmesser, dann 
müsste AH=HC sein, was unmöglich ist, da-4£=JBC nach 
Voraussetzung. Also ist BH kein Durchmesser, und ebenso 
wenig eine andere Linie ausser BE. 

§. 8. Lehrsatz 7. Wenn eine gerade Linie eine Hy- 
perbel in zwei Punkten schneidet, so trifft sie an beiden Sei- 
ten verlängert mit den Asymptoten zusammen und die bei- 
den Abschnitte derselben, die zwischen den Asymptoten und 
der Hyperbel liegen, sind gleich. 

Fig. 76. Sei eine Hyperbel ABC mit den Asymptoten DE,DF 

gegeben, und werde dieselbe von der Geraden AC in den 
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Punkten A und C getroffen, so wird erstand behauptet, dass 
AC mit beiden Asymptoten zusammentrifft. Sei O diß Mitte 
von ACy so ist DG ein Durchmesser der Hyperbel, weshalb 
die Tangente im Scheitel B desselben parallel mit AC ist. 
Diese Tangente trifft nach §. 3. mit den Asymptoten zusam- 
men, also muss auch ihre Parallele AC mit denselben Linien 
zusammentreffen. Seien nun H^K die Punkte, in denen die 
Tangente, EyF die Punkte, in denen AC die Asymptoten 
trifft, so ist, weil HB = AB, auch EG = FG, und da AQ = 
CGj auch EA =^ CF, was zu beweisen war. 

§. 9. Lehrsatz S. Wenn eine gerade Linie, die die 
Asymptoten trifft, von der Hyperbel halbirt wird, so hat sie 
nur einen Punkt mit dieser gemein. 

Trifft eine Gerade die Asymptoten in den Punkten Cpig. 77.. 
und 2), und die Hyperbel in E, so dass CE^=^DE ist, so kann 
sie die Hyperbel nicht in einem zweiten Punkt in B treffen, 
denn sonst müsste nach vorigem Satz CE =i BD sein, was 
unmöglich ist. 

§. 10. Lehrsatz 9. Weufl eine gerade Linie eine Hy- 
perbel und ihre Asymptoten schneidet, so ist das Rechteck 
aus den Abschnitten, die auf ihr zwischen einem Hyperbel- 
punkt und den beiden Asymptoten liegen, gleich dem vierten 
Theil des Eechtecks, das zu dem die Gerade halbirenden 
Durchmesser gehört. 

Sei eine Hyperbel ABC mit den Asymptoten ED^EF und Fig. 78. 
einer Geraden, die die Hyperbel in AjC, die Asymptoten in 
DjF schneidet, gegeben. Man ziehe vom Mittelpunkt E nach 
der Mitte G von AC eine Linie, die die Hyperbel in B trifft, 
verlängere EB um sich selbst bis Hj errichte senkrecht auf 
HB in B das zum latus transversum HB gehörige latus re- 
ctum BMy so wird behauptet: AD • AF= J HB • BM. 

Man ziehe noch in B die Tangente, die die Asymptoten 
EDfEF in K und L schneidet. Nun ist: 

1) DG^ : EG^ = BK^ : EB^ = i AB • BMiEB^, 

2) AG^ : EG^—EB^ =BM : HB=\ HB - BMiEB^, also 

3) DG^ : EG^ = AG^ : EG^ — EB^ oder 

4) DG^—AG^:EB^=zDG^:EG^=.{HB.BM:EB\ also 
DG^—AG^=iHB'BM. Da aber DG^ — ^G=^ = AD ^ AF, 
ht AD'AF={HB' BM. q. e. d. 

5* 
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§. 11. Lehrsatz 10. Wenn eine gerade Linie beide 
Schenkel des Nebenwinkels vom Asymptotenwinkel dm*ch- 
schneidet; so triflRt sie die Hyperbel nur in einem Punkt und 
das Bechteck aus den Abschnitte^; die auf ihr zwischen dem 
Hyperbelpunkt und den Asymptoten liegen, ist gleich dem 
Quadrat der Hälfte des mit dieser Geraden parallelen Durch- 
messers. 
Fig. 79. Sei eine Hyperbel zwischen den Asymptoten CH^CK ge- 

geben und werde der Nebenwinkel von KCH von einer Gre- 
raden in den Punkten E^F getroffen, so wird zuerst behaup- 
tet, dass die Linie EF die Hyperbel nur in einem Punkte 
schneide. Man ziehe von C eine Parallele mit EF, so muss 
diese in den Asymptotenwinkel selbst hinein fallen und die 
Hyperbel in einem Punkte B treffen nach §. 2., und also 
ein Durchmesser sein; folglich kann nach I. 26. EF nur in 
einem Punkte die Hyperbel schneiden. Sei L der Schnei- 
dungspunkt, so wird behauptet: LF' LE =z CB^, 

Man ziehe in B die Tangente, die die Asymptoten CIT, 
CK in den Punkten DjM schneidet, und, von L parallel da- 
mit die Ordinate LG, die die Asymptoten in den Punkten 
H und K trifft. Nun ist: 

1) LH:HG=:LE:GC, 

2) LK:GK = LF:GC , 

^ ^ also 

3) LH' LK: HG'^ = LF - LE : G(P, oder da 

HG^ : GC2 = DB^ : BC^, 

4) LH' LKiDB^ —LF-LE: CB^, und da nach vorigem 
Satz LH'LK=DB^y ist also auch: 

LF.LJB= CB2. q.e.d. 

§. 12. Lehrsatz 11. Wenn von einem Punkte einer 
Hyperbel bis an jede der beiden Asymptoten eine gerade 
Linie und von einem andern Punkte derselben Paralle- 
len mit den gezogenen Linien bis an dieselben Asymptoten 
gezogen werden, so ist das Rechteck aus den vom ersten 
Punkt gezogenen Linien gleich dem Rechteck aus den vom 
andern Punkt gezogenen. 

Fig. 80. Sei eine Hyperbel ABD mit den Asymptoten CE,CF ge- 

geben, und von einem Punkt A derselben an die Asymptoten 
die Linien AE,AG, von einem andern Punkt D die Linien 
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DH,J)F parallel je einer der vorigen bis an die entsprechen- 
den Asymptoten gezogen, so wird behauptet: 

AE ' AQ =;:! DF . DH. 
Man ziehe noch AD, welche die Asymptoten in K^ 
trifft, so ist 

1) AE : DH = AK : DK, 

2) AG:DF=AL:DL , 

' ; , also 

3) AG'AE'.DF'DH=AK'AL.DKDL, und da 

AK ' AL = DK • DL nach §. 8., so ist auch 

AGAE = DF'DH. 

§. 13. Lehrsatz 12. Wenn in dem Kaum zwischen 
der Hyperbel und den Asymptoten eine Parallele mit der 
einen Asymptote gezogen wird, so trifft sie mit der Hyper- 
bel und zwar nur in einem Punkte zusammen. 

Sei eine Hyperbel LBH mit den Asymptoten CE,CF ge-P*g. »i* 
geben imd in dem Raum zwischen ihnen die Linie DG pa- 
rallel mit CE gezogen; so wird behauptet , dass dieselbe mit 
der Hyperbel ui;id zwar nur in einem Punkte zusammentrifft. 

Träfe sie nicht mit derselben zusammen , so sei H ein 
beliebigen Punkt der Hyperbel und von ihm HF parallel mit 
EC bis an die Asymptote gezogen, werde femer auf DG der 
Punkt G so bestimmt, dass CD'DG=CF'FH ist, dann 
CG gezogen, bis es die Hyperbel in B trifft (siehe §. 2.), 
und endlich von B an die Asymptote CF die Linie BJ pa- 
rallel EC gezogen, so müsste BJCJ=HFCF=CDDG 
sein, was unmöglich ist, da CD : CJ=J)G : BJ ist. Träfe aber 
die Linie DG die Hyperbel in zwei Punkten K und L, so 
müsste CD ' DK = CD • DL sein, was ebenfalls unmöglich ist. 

Also trifft die Linie DG die Hyperbel nur in einem 
Punkt. 

§, 14. Lehrsatz 13. Wenn eine Hyperbel und ihre 
Asymptoten in's Unendliche verlängert werden, so kommen 
sie einander immer näher, so dass ihre wechselseitige Ent- 
fernung kleiner wird als irgend eine angebbare Grösse. 

Sei eine Hyperbel mit den Asymptoten CDyCE gegeben, Fig. 82. 
so wird zuerst behauptet, dass sich die Hyperbel den Asym- 
ptoten nähert, je weiter beide verlängert werden. 

Seien DE^JH zwei parallele, zwischen den Asymptoten 
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gezogene Linien^ DE aber, die dem Mittelpunkt näher liegt, 
begegne der Hyperbel in S; zieht man CB, bis es JH in K 
triflft, so ist K innerhalb der Hyperbel. Sei nun G der 
Schneidungspunkt der Hyperbel mit JK, so , ist, weil DB • 
BE = JG' GH und GH > BE, auch nothwendig DB>JG'j 
also nähert sich die Hyperbel, je weiter sie verlängert wird, 
desto mehr der Asymptote CD. Sei nun X eine gegebene 
kleine Länge, so schneide man auf DB ein Sttiok DF <: X 
ab und ziehe von F eine Parallele mit CD, so muss diese 
nach §. 13. die Hyperbel in eitiem Punkt L treiFen; zieht 
man nun noch durch L eine Parallele mit DE, die die ver- 
längerte CD in ilf trifft, so ist LM=^ DF und mithin kleiner 
als X'j also wird die Entfernung zwischen der Asymptote und 
der Hyperbel zuletzt kleiner als irgend eine angebbare Grösse*). 

Anm. Aus dem Gesagten ist klar, dass die Linien 
CDjCE der Hyperbel näher kommen, als irgend andere gerade 
Linien, die nicht die Hyperbel selbst treffen, und dass es keinen 
kleineren Winkel als DCE giebt, zwischen dessen Schenkeln 
sich die Hyperbel befindet. 

Zu dieser Anmerkung haben sich in den verschiedenen 
Exemplaren, die Eutocius benutzt hat, noch längere Ausein- 
andersetzungen gefunden, welche Eutocius selbst weggelassen 
hat, weil sie ihm überflüssig erschienen und von denen er 
nur einen kurzen Bericht giebt; man kann sich den Inhalt 
derselben leicht vergegenwärtigen, wenn man alle Fälle zeich- 
net, in denen ein Winkel eine Hyperbel zwischen seinen 
Schenkeln enthält, und jedesmal zeigt, dass dieser Winkel 
nicht kleiner sein kann, als der Asymptotenwinkel. Auch 
ein Lemma des Pappus, worin bewiesen wird, dass zwei zu 
denselben Asymptoten gehörige Hyperbeln sich nicht schnei- 
den, einander aber näher kommen als irgend angebbar ist, 
findet sich von Commandinus an diese Stelle gesetzt; die 
Richtigkeit des ersten Theils dieser Behauptung ergiebt sich 
fast unmittelbar aus §. 8., und der zweite Theil folgt eben 
so leicht aus §.14. 



•) Anm. des Üebers. Die kürzeste Entfernung von einem Hyperbel- 
pnnkt znr Asymptote ist das Loth; wenn also LM nicht senkrecht oxii CM ist, 
80 wird die eigentliche Entfernung noch kürzer als LM sein. 
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§. 15. Lehrsatz 14. Gegenscfanitte haben dIeBelben 
Asymptoten. 

Da die Tangenten an den Gegenachnitten, welche in 
den Endpunkten eines Durchmessers gezogen werden, paral- 
lel sind; und die Stücke, welche auf jeder derselben vom 
Scheitelpunkt aus nach §. 1. abgeschnitten werden müssen, 
um die Asymptoten zu erhalten, gleich sipd, so erhellt leicht^ 
dass jede Asymptote des einen Gegenschnitts die Verlänge- 
rung einer Asymptote des andern ist. 

§.16. Lehrsatz 15. Wenn beide Schenkel des Neben- 
winkels eines Asymptotenwinkels, in dem und dessen Scheitel- 
\nnkel sich Gegenschnitte befinden, von einer geraden Linie 
geschnitten werden, so trifft diese auch jeden der Gegen- 
schnitte in einem Funkt und die Abschnitte derselben zwischen 
den Asymptoten und den Hyperbeln sind einander gleich. 

Seien zwei Gegenschnitte mit den Scheiteln A,B dein Fig. ss. 
Mittelpunkt C und den Asymptoten DCG,ECF gegeben und 
eine gerade Linie gezogen, die DC in H, CF in K schnei- 
det, so wird behauptet, dass dieselbe mit jedem der^Gegen- 
schnitte nur in einem Punkt zusammentreffe. Dies folgt aus 
§.11. ftlr jede der beiden Hyperbeln einzeln. Seien npm Zf 
und M die Funkte, in denen die Gegenscbnitte getroffen 
werden, und werde durch C ein Durchmesser AB parallel LM 
gezogen, so ist ebenfalls nach §. 11,, JffL'LK^=AC^, HM' 
MK — BC^^ also HL - LK = HM - MK \xni deshalb auch 
HL = MK. 

§• 17. Lehrsatz 16, Conjugirte Gegenschnitte haben 
dieselben Asymptoten. 

Seien zwei Faar conjugirte Gegenschnitte mit den conju-* 
girten Durchmessern AB,DE und dem Mittelpunkt C gegeben, 
so wird behauptet, dass sie gemeinsame Asymptoten haben. 

Man ziehe in den Funkten A,B,DjE die Tangenten an Fig. h. 
die Hyperbeln, welche FAG,GEH,HBK,KDF heissen. Nun 
sind FG und KH parallel DE, und FK upd GH parallel AB, 
(L 56.); also FKHG ein Farallelogramm und die Diagonalen 
desselben GKjFH gehen durch den Funkt C und halbiren sich 
daselbst. Da nun DE^ gleich dem zum Durchmesser AB gehö- 
rigen Rechteck ist, ist DC^ oder jedes der vier Quadrate ÄB^, 
BH^y AG^f AF^ gleich dem vierten Theil des zum Durch- 
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messer AB gehörigen Rechtecks, mithin KG, FH die Asym- 
ptoten für die Gegenschnitte mit den Scheiteln A und JB, 
und auf ganz dieselbe Weise wird gezeigt, dass sie es auch 
für die Gegenschnitte mit den Scheiteln D und E sind. , 

§. 18. und 19. Lehrsatz 17. und 18. Wenn an einem 
von zwei Paaren conjugirter Gegenschnitte eine Tangente 
gezogen wird, so trifft dieselbe jeden der daneben liegenden 
Gegenschnitte je in einem Punkt, und der Berührungspunkt 
ist die Mitte zwischen diesen beiden Schneidungspunkten. 
Fig. 85. Seien conjugirte Gegenschnitte A, B, D, E gegeben 

und im Punkte E an einen derselben eine Tangente gezo- 
gen, so wird zuerst behauptet, dass diese Tangente die bei- 
den daneben befindlichen Gegenschnitte je in einem Punkte 
trifft. Seien CF, CG die Asymptoten der Schnitte, so muss 
die -Tangente nach §. 3. dieselben treffen, und deshalb nach 
§.11. auch die daneben befindlichen Gegenschnitte. 

Seien nun /, H die Schneidungspunkte, so wird femer 
behauptet, dass EI = EH ist. Sind G und F die Punkte, in 
denen die Asymptoten geschnitten werden, so ist nach §. 2. 
GE = EF und nach §. 16. IG = FH, also auch EI = EH. 
q. e. d. 

§. 20. Lehrsatz 19. Wenn an einen von zwei Paaren 
conjugirter Gegenschnitte eine Tangente, und vom Mittel- 
punkt eine Linie nach dem Berührungspunkt und eine an- 
dere parallel mit der Tangente bis zum Durchschnitt mit 
den conjugirten Schnitten gezogen werden, so ist die Tan- 
gente in einem dieser zuletzt erwähnten Schneidungspunkte 
parallel der Linie vom Mittelpunkt nach dem Berührungs- 
punkt der ersten Tangente, und die Linien, welche durch 
den Mittelpunkt nach den Berührungspunkten gehen, sind 
conjugirte Durchmesser der Gegenschnitte. 
Flg. 86. Seien zwei Paar conjugirte Gegenschnitte A, By D, E 
und an einem Punkt F eines derselben eine Tangente FGH 
gegeben, vom Mittelpunkt C aber eine Linie nach F und 
eine Parallele Hiit FGH gezogen, welche den conjugirten« 
Schnitt D in / trifft, so wird behauptet: 

1) dass die in / gezogene Tangente IK \\ CF ist, 

2) dass die verdoppelten FC, IC conjugirte Durchmes- 
ser sind. * 



\y 
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Beweis. Man zsiehe von F an den Durchmesser CA 
die Ordinate FL und van / an den zu CA conjügirten Durch- 
meBsen CD die Ordinate IM. Nun ist, wenn r das zu BA 
gehörige latus rectum bedeutet: 

1) FL^ :LG'LC=r:AB nach I. §. 37., 

2) MP:MK'MC=AB:r nach I. §. 56. und §. 37. also 

FL^ : LG ' LC = MK' MC : MP, da aber 

FL : LG = MC : MI wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 

FLG, CMIy muss auch 
FL : LC =^ MK: MI und also auch 
/\ FLC cx) ^ KMI] nun ist / ICL = / MIC und subtrahirt 
man davon / FCL = / MIK, so bleibt / FCI= / ÄZ^C, 
also FC II Ä7. Bedeutet ferner S das latus rectum für das 
latus transversum 2CI, so ist zweitens zu zeigen, dass 

CI:CF=CF:iS. 
Man ziehe noch im Scheitel D eine Tangente, die IK 
in O, IC in JV trifft, so ist 

1) IN:I0 = 2IK:S (I. 50.), oder da 

IN:IO = FG:FC, 

2) FG : CF= IK : iS. Es ist aber 

CH: CD = CD : FL, mithin 

3) CH:FL = HG:FG = Cm : CD^, oder 

4) /\CHG : ^FGC = /\CHG : /\DNC, also 

^ FGC = A J^^C' = A ^^f^ ( 2.. Bew. von I. 43. ). Da nun 
/ KIC = / GFC, muss FG:IK=CI: CF, welches oben in 
(2) substituirt giebt CI:CF=CF:\S. Auf dieselbe Weise 
kann gezeigt werden, dass CI zu CF wie CF zu dem zu 
2CF gehörigen latus rectum sich verhält. Mithin sind 2/C, 
2 FC conjugirte Durchmesser. 

§. 21. Lehrsatz 20. Unter denselben Voraussetzungen 
ist zu zeigen, dass der Punkt, in welchem die Tangenten in 
den Endpunkten zweier conjugirter Durchmesser zusanmien- 
treffen, auf einer Asymptote liegt. 

Seien conjugirte Gegenschnitte mit den conjügirten Fig. 84. 
Durchmessern ABj DE und dem Centrum C gegeben, und'^ 
F der Schneidungspunkt der in A und D gezogenen Tan- 
genten, so wird behauptet, daSs F auf einer Asymptote liegt. 

CZ>2 ist gleich dem vierten Theil des zum Durchmesser 
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AB gehörigen Rechtecks, und da AF= CD ist, ist nach §. 1, 
CF eine Asymptote, mithin F ein Punkt auf derselben. 

§, 22. Lehrsatz 21 ♦ Wenn in conjugirten Gegea- 
schnitten vom Mittelpunkt an einen der Schnitte eine Linie 
und eine zweite parallel der ersten so gezogen wird, dass 
sie einen der benachbarten Schnitte durchschneidet und bis 
an die Asymptoten reicht, so ist das Rechteck aus den Ab- 
schnitten dieser Linie zwischen einem Punkt der Hyperbel 
und den beiden auf den Asymptoten gleich dem Quadrat der 
zuerst vom Mittelpunkt an einen Schnitt gezogenen Linie. 
Fig. 87. Seien conjugirte Gegenschnitte A, B, D, E mit dem 

Mittelpunkt G gegeben, und von C an einen derselben die 
Linie CD, parallel mit CD aber eine andere Linie gezogen, 
die den benachbarten Schnitt A in den Punkten F und G, 
die Asymptoten in den Punkten H und / trifft, so ist zu 
zeigen, dass 

HFFI=CD^. 

Ist M die Mitte von FG, so ist CM der zu der Ordi- 
nate FM gehörige Durchmesser, und wenn A der Punkt ist, 
in welchem CM die Hyperbel trifft, die Tangente in A pa- 
rallel mit FM und CD, Ist nun AN das Stück derselben 
bis zu einer Asymptote, so ist AN^ -=HF'FI nach §. 10., 
aber da nach §. 20. CA und CD conjugirte Durchmesser sind, 
ist AN= CD, also auch CD^=HF'FL 

§. 23. Lehrsatz 22. Wenn in conjugirten Gegenschnit- 
ten vom Mittelpunkt aus an einen der Schnitte eine Linie 
und parallel damit eine andere gezogen wird, welche drei 
benachbarte Schnitte trifft, so ist das Rechteck aus den Ab- 
schnitten dieser Linie, die zwischen einem Punkt des mittle- 
ren Schnitts und den beiden auf den benachbarten Schnitten 
liegen, gleich dem doppelten Quadrat der zuerst gezogenen 
Linie. 
Fig. 87. Seien conjugirte Gegenschnitte ,-4, B, D, E gegeben, 

und vom Mittelpunkt C an einen derselben eine Linie CD, 
parallel damit aber eine andere Linie gezogen, die den 
Schnitt A in den Punkten F, G, die benachbarten Schnitte 
D und E aber in den Punkten K und L trifft, so wird be- 
hauptet, dass KF'FL^2CD^. 

Man ziehe noch die Asymptoten, welcbe die Linie FG 
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in den Punkten H und / treffen, und nenne M ^ie Mitte 

zwischen F und G, so ist also auch M die Mitte zwischen K 

und L und zwischen H und /. 
Nun ist 

1) CD2 —Hp.Fi = MEP — MF^ nach §. 22., 

2) CD-» == HK' KJ= MK^ — MH^ n ach §. 11. 

also 3) 2CZ>2 =MK^—MF^=KF'FL. q. e. d. 

§. 24. Lehrsatz 23. Wenn zwei Linien eine Parabel 
jede in zwei Punkten so schneiden, dass kein Durchschnitts- 
punkt der einen zwischen den Durchschnittspunkten der an- 
dern liegt, so schneiden sich die beiden Linien ausserhalb 
der Parabel. 

Sei eine Parabel ABCD gegeben , welcher zwei Gerade Fig. 88. 
AB und CD so begegnen, dass keiner der Durchschnitts- 
punkte A und B der einen zwischen den Durchschnitts- 
. punkten C und D der andern liegt, so wird behauptet, dass 
AB, CD ausserhalb der Parabel zusammentreffen. Man ziehe 
durch B und C die Durchmesser EBF, GCH, so sind diese 
parallel und treffen jeder die Parabel nur in einem Punkt; 
verbindet man also BC, so sind die Winkel FBC, HCB zu- 
sammen gleich zwei Rechten; also bilden AB, DC in ihren 
Verlängerungen mit BC Winkel, die zusammen kleiner als 
zwei Rechte sind, und folglich treffen sich diese Verlänge- 
rungen ausserhalb des Schnitts. 

§. 25. Lehrsatz 24. Wenn zwei Linien eine Hyperbel 
jede in zwei Punkten so schneiden, dass kein Durchschnitts- 
punkt der einen zwischen den Durchschnittspunkten der an- 
dern Hegt, so schneiden sich die beiden Linien ausserhalb 
der Hyperbel, jedoch innerhalb des Asymptotenwinkels. 

Sei eine Hyperbel mit den Asymptoten CD, CE gege-Fig. 89. 
ben und von zwei geraden Linien FG, Hl so durchschnit- 
ten, dass nicht einer der Punkte H, I zwischen den Punkten 
F, G liegt, so wird behauptet, dass die Linien GF, IH 
aoBserhalb der Hyperbel, jedoch innerhalb des Winkelraums 
DCE zusammentreffen. Man ziehe CF, CH und verbinde F 
mit H. Weil nt^n die Verlängerungen der Geraden GF, IH 
innerhalb der Winkel CFH, CHF fallen, diese Winkel zu- 
sammengenommen kleiner als zwei Rechte sind, so mtissen 
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sie innerhalb des Dreiecks CFHy also auch innerhalb des 
Winkelraums DCE zusammen kommen. 

Anm. Auf gleiche Weise kann dasselbe von zwei die Hyperbel berüh- 
renden Geraden gezeigt werden. 

§. 26. Lehrsatz 25. Wenn in einer Ellipse oder einem 
Kreisfe zwei Sehnen, die nicht durch den Mittelpunkt gehen, 
sich schneiden, so wefden sie sich nicht gegenseitig halbiren« 

Fig. 90. Wäre es möglich, dass in einer Ellipse oder einem Kjreis 

zwei Sehnen D!B, FG sich gegenseitig halbirten, ohne durch 
den Mittelpunkt C zu gehen, so ziehe man von C nach ihrem 
Schneidungspunkt H bis an den Umfang in A eine Linie, dann 
ist CA ein Durchmesser, welcher DE halbirt, also die Tangente 
in A parallel mit DJE; auf gleiche Weise müsste sie aber auch 
parallel mit FG sein, was unmöglich ist, also können DE, FG 
sich nicht gegenseitig halbiren. 

§. 27. Lehrsatz 26. Wenn die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte zweier Tangenten einer Ellipse oder eines 
Kreises durch den Mittelpunkt dieses Schnitts geht, so sind 
die Tangenten parallel ; wenn die Berührungssehne aber nicht 
durch den Mittelpunkt geht, so treflfen die Tangenten auf der 
dem Mittelpunkte abgewandten Seite derselben zusammen. 

Fig. 91. Sei eine Ellipse oder ein Kreis mit dem Mittelpunkt C 

und zwei Tangenten in A und B gegeben, und gehe die 
Linie AB durch den Mittelpunkt C, so wird behauptet, dass 
die Tangenten parallel sind. Die Tangente DE ist nach 
§. 6. parallel' den zum Durchmesser -4JB gehörigen Ordinaten, 
deren es nach §. 26. nicht zwei verschiedene in demselben 
Punkt geben kann; und da ein Gleiches auch von der Tan- 
gente FG im Punkte B gilt, so ist bewiesen, dass DE pa- 
rallel FG ist. 

Fig. 92. Geht aber AB nicht durch den Mittelpunkt, so ziehe 

man von A den Durchmesser AH] dann ist die Tangente in 
H parallel mit DE, also muss die Tangente in B mit DE 
zusammentreffen und zwar in dem Theile AD und seiner 
Verlängerung, also auf der dem Mittelpunkt abgewandten 
Seite von AB] denn da die Ellipse selbst ohne Unterbrechung 
von A bis H fortläuft, die Tangente in B aber ganz ausser- 
halb derselben liegt, ist es oflfenbar unmöglich, dass sie mit 
den in A und ff gezogenen Tangenten parallel sein kann, 



77 

in welchem Fall sie ja die innerhalb der Ellipse liegende 
Gerade AH schneiden müsste. 

§. 28. Lehrsatz 27* Wenn in einem Kegelschnitt oder 
eitlem Kreise eine Linie* zwei parallele Sehnen halbirt; so 
ist sie ein Durchmesser des Schnitts. 

Sei ein Kegelschnitt mit -den beiden parallelen Sehnen Fig. »3. 
AByDE gegeben, und deren Mitten F und G verbunden, so 
wird behauptet, dass FG ein Durchmesser ist Wäre dies 
nicht der Fall, so sei FH der von F gezogene Durchmesser, 
der DE in J triiFt. Nun müsste auch DJ = JE sein, was 
unmöglich ist; also kann keine andere Linie ein Durchmes- 
ser sein als FG. 

An in. des Eutocius. Dieser Satz bietet in Verbindang mit den frühe- 
ren ein leichtes Mittel zu untersnchen, ob eine Torgelegte Corve ein Kegel- 
schnitt ist und zu welcher der vier Arten derselben er gehört. Man ziehe Ton 
2 Punkten der vorgelegten Curve 2 Paar paralleler Sehnen und verbinde die 
Mitten jedes Paars. Halbirt nun jede dieser Verbindungslinien alle der ent- 
sprechenden Richtung parallelen Sehnen, so ist die vorgelegte Carve ein Ke- 
gelschnitt Sind die beiden Verbindungslinien parallel, so ist sie eine Parabel, 
divergiren sie nach dem Innern der Curve zu, so ist sie eine Hyperbel, im an- 
dern Falle ein Kreis, oder eine Ellipse, je nachdem die Halbmesser alle gleich 
oder nicht alle gleich sind. 

§. 29. Lehrsatz 28. Wenn zwei Tangenten eines Ke- 
gelschnitts oder eines Kreises sich in einem Punkt treffen^ 
und von diesem Punkt nach der Mitte der Berührungssehne 
eine Linie gezogen wird; so ist dieselbe ein Durchmesser des 
Kegelschnitts. 

Sei ein Kegelschnitt BLC und in B und C die Tangen- Fig. m. 
ten, die sich in A treffen, gegeben; wird nun von der Mitte 
D von BC eine Linie nach A gezogen, so ist zu beweisen, 
dass diese Linie ein Durchmesser ist Wäre sie es nicht, so 
ziehe man von Z> aus den Durchmesser, dann wird derselbe 
eine der Tangenten vor dem Punkte A treffen müssen ; treffe 
er also BA in E. Zieht man nun CE, so muss diese Linie 
den Kegelschnitt noch in einem Punkt treffen (L 36.); ist 
also F dieser Punkt, so ziehe man durch F parallel mit BC 
eine Linie, welche den Kegelschnitt zum zweiten Mal in jfiT, 
die Tangente BA in G, und den Durchmesser DE in H trifft; 
weil nun BD = CD^ muss auch Gff= HF, und da der Durch- 
messer ED die Sehne BC halbirt, muss er auch die paral- 
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lele Sehne KF halbiren, was unmöglich ist; also kann nicht 
eine andere Linie als DA der durch D gehende Durchmes- 
ser sein. 

§. 30. Lehrsatz 29.* Wenn zwei Tangenten eines Ke- 
gelschnitts oder eines Kreises in einem Punkt sich treffen^ 
so halbirt der von diesem Punkt aus gezogene Durchmes- 
ser die Berührungssehne. 

Fig. 95. Sei ein Kegelschnitt BC mit den Tangenten in B und 

C, die sich in A treffen, gegeben; wird nun von A aus ein 
Durchmesser gezogen, so ist zu beweisen, dass derselbe die 
Berührungssehne BC in D halbirt. Wäre dies nicht der Fall, 
so sei E die Mitte von BC; dann müsste nach vorigem Satz 
EA ebenfalls ein Durchmesser sein, was unmöglich ist. Denn 
ist der Kegelschnitt eine Ellipse oder ein Kreis, so müsste 
der Mittelpunkt A ausserhalb liegen,, ist er eine Parabel, so 
müssten sich zwei Durchmesser schneiden, und ist er endlich 
eine Hyperbel, so müssten sich zwei Tangenten derselben im 
Scheitelpunkt des Asymptotenwinkels schneiden, was nach 
§. 25. Anm. ebenfalls unmöglich ist. Also ist kein anderer 
Punkt ausser D die Mitte von BC. 

§. 31. lichrsatz 30. Wenn zwei Gegenschnitte und an 
jedem eine Tangente gegebeii sind und die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte durch den Mittelpunkt geht, so sind 
die Tangenten parallel, geht sie aber nicht durch den Mittel- 
punkt, so schneiden sich die Tangenten und zwar auf der-^ 
selben Seite, auf welcher der Mittelpunkt liegt. 

Fig. 96. Seien zwei Gegenschnitte mit den Tangenten in A und 

B gegeben, und gehe erstens die Verbindungslinie AB durch 
den Mittelpunkt C, so wird behauptet, dass die Tangenten DB 
und FG parallel sind. Nach I. 48. halbirt ACB die im 
Schnitt B parallel mit DE gezogenen Sehnen, also ist die im 
Scheitel B parallel mit DE gezogene Linie eine Tangente 
nach I. 32., und da es nicht zwei verschiedene Tangenten xd, 
B giebt, ist die daselbst gezogene Tangente FG auch pa- 
rallel mit DE. Geht nun zweitens die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte A^H zweier Tangenten DE und JK 
nicht durch den Mittelpunkt, so ziehe man von A durch C 
4ie Linie AB, und in B die Tangente FG] nun müssen sich 
die Tangenten in B und H innerhalb des Asymptotenwinkels 
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schneiden; folglich schneidet HK auch die mit jFß parallele 
Linie DE und zwar auf derselben Seite von AH, auf welcher 
der Mittelpunkt liegt 

§. 32. Lehrsatz 3L Wenn zwei Gegenschnitte gege- 
b«i sind, und jeder von einer Geraden in zwei Punkten ge- 
schnitten oder auch in einem Punkt berührt wird; diese beide 
Geraden aber nicht parallel sind, so muss ihr Schneidungs- 
punkt in einem der beiden Nebenwinkel des Asymptotenwin- 
kels liegen. 

Seien zwei Gegenschnitte von zwei Geraden ABjDC je Fig. 97. 
in zwei Punkten geschnitten , und FJyGH die Asymptoten, 
dann, wird behauptet, dass AB, CD, wenn sie nicht parallel 
sind, sich in einem der Nebenwinkel FCH,GCJ des Asympto- 
tenwinkels schneiden. 

Nach §. 8. muss AB sowohl als CD beide Asymptoten 
schneiden, also können sie nur in dem Raum der Nebenwin- 
kel mit einander zusammentreffen. Ein Gleiches gilt auch, 
wenn eine oder beide Linien die Hyperbeln nur berühren. 

§. 33. Lehrsatz 32. Wenn einer von zwei Gegen- 
Bchnitten von einer Geraden entweder in zwei Punkten ge- 
schnitten oder berührt wird, so trifft diese Gerade nicht den 

' I 

andern Gegenschnitt, sondern geht durch drei Winkelräume, 
nämlich den zu dem betreffenden Schnitt gehörigen Asympto- 
tenwinkel und seine beiden Nebenwinkel. 

Seien zwei Gegenschnitte gegeben, und einer derselben Fig, 98. 
von einer Geraden in zwei Punkten AjB geschnitten, so wird 
behauptet erstens, dass AB nicht den andern Gegenschnitt 
triffl. Man ziehe die Asymptoten; dann schneidet AB beide 
Asymptoten in F und G, und da sie dieselben nicht zum 
zweiten Male schneiden kann, wird sie nicht in den Scheitel- 
winkel des Asymptotenwinkels gelangen können, also erstens 
den zweiten Gegenschnitt nicht treffen, und zweitens durch 
die drei Winkelräume gehen. 

§. 34. Lehrsatz 33. Wenn an einem von zwei Gegen- 
Bchnitten eine Tangente und in dem andern eine damit pa- 
rallele Sehne gezogen sind, so ist die Linie vom Berührungs- 
punkt der Tangente nach der Mitte der Sehne ein Durch- 
messer. 

Seien zwei Gegenschnitte A^B und an einem derselben rig. »s. 
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in A eine Tangente DjB, Im andern eine mit DjB parallele 
Sehne FG gegeben ; ist nun H die Mitte von FGj so «oll be- 
wiesen werden, dass AR ein Durchmesser ist Wäre dies 
nicht der Fall, so ziehe man von A den Durchmesser, der 
den Gegenschnitt in Z/, die Sehne ¥G in / trifft. Da nun 
nach §. 31. die Tangente in L parallel 2>jB ist, muss sie auch 
parallel FG und folglich / die Mitte von FG sein, was un- 
möglich ist; also /kann keine andere Linie als AH der von A 
ausgehende Durchmesser sein. 

§. 35. Lehrsatz 34. Wenn ein Durchmesser eine Sehne 
in einem von zwei Gegenschnitten halbirt, so ist die Tan- 
gente im Endpunkt des Durchmessers an den andern Gegen- 
schnitt gezogen der Sehne parallel. 

Nach I. 32. ist die Tangente, die im Endpunkt des 
Durchmessers an denselben Gegenschnitt, in dem die Sehne 
liegt, gezogen wird, parallel der Sehne, und da sie nach §. 31. 
auch parallel der Tangente ist, die im Endpunkt des Durch- 
messers an den andern Gegenschnitt gezogen wird, ist diese 
letztere gleichfalls der Sehne parallel. 

§. 36. Lehrsatz 35. Wenn in zwei Gegenschnitten pa- 
rallele Sehnen gezogen werden, so ist die Verbindungslinie 
ihrer Mitten ein Durch^i^sser der Gegenschnitte. 

Fig. 99. Seien A und B zwei Gegenschnitte, DEjFG zwei paral- 

lele Sehnen je in einem derselben, und HyJ die Mitten die- 
ser Sehnen so wird behauptet, dass AT ein Durchmesser ist. 
Wäre er es nicht, so sei von H der Durchmesser gezogen, 
der die Schnitte in A,By FG in K trifft; nun muss die Tan- 
gente in A parallel mit DE, also auch parallel mit FG sein, 
also FK=KG, was unmöglich ist. Also ist keine andere 
Linie ausser HJ der von H ausgehende Durchmesser. 

§. 37. Lehrsatz 36. Wenn eine nicht durch den Mit- 
lelpunkt gezogene Linie zwei Gegenschnitte durchschneidet, 
so sind die vom Mittelpunkt nach der Mitte dieser durch- 
schneidenden Geraden und parallel mit derselben gezogenen 
Linien zwei conjugirte Durchmesser der Gegenschnitte. 

Fig. 100. Seien zwei Gegenschnitte A und B von einer nicht durch 

den Mittelpunkt gehenden Geraden in den Punkten D und 
E geschnitten, vom Mittelpunkt C aber eine Linie parallel 
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DEj die die Schnitte in A und B trifft^ und eine andere nach 
der Mitte F von DE gezogen^ so wird behauptet^ dass diese 
Linien CA^CF conjugirte Durchmesser sind. 

Man ziehe EC, und verlängere es, bis es den Gegen- 
schnitt in 6 schneidet, ziehe DG und verlängere CA^ bis es 
DG in H triflTt Nun ist EC=CG und weil auch EF^DF, 
die Linie DG parallel FC. Da ferner CA parallel DE, muss 
DH= HG, also auch die Tangente in A parallel mit DG oder 
CF sein, folglich sind CA,CF conjugirte Durchmesser (L 16). 

§. 38. Lehrsatz 37. Wenn an jeden von zwei Gegen- 
schnitten eine Tangente gezogen wird und diese Tangenten 
nicht parallel sind, dann ist die Linie von ihrem Schneidnngs- 
punkt nach der Mitte der Berührungssehne ein zweiter Durch- 
messer der Gegenschnitte und der zugehörige erste Durchmesser 
eine Parallele mit der Berührungssehne durch den Mittelpunkt. 

Seien zwei Gegenschnitte A und B gegeben, und an Fig. loi. 
einen derselben in D, an den andern in E Tangenten gezo- 
gen, die sich in F treffen; ist nun G die Mitte von DE, so 
ist zu beweisen, dass FG ein zweiter Durchmesser der Gegen- 
Bchnitte ist. Wäre das nicht der Fall, so ziehe man von G 
einen solchen Durchmesser, der die über F verlängerte Tan- 
gente EF in H trifft, so muss die gerade Linie DH den Ge- 
genschnitt A noch in einem Punkt treffen (L36.); ist nun 
A dieser Punkt, so ziehe man durch A eine Parallele mit 
DE, welche GH in J, EH in K und den andern Gegenschnitt 
in B trifft. Nun Aüsste, weil GH ein Durchmesser und DG 
= GE, AB aber parallel DE ist, auch AJ= JB, und zugleich 
aus dem Dreieck DEH AJ= JK sein, was unmöglich ist; 
also ist keine andere Linie von G aus ein zweiter Durchmesser 
ausser GF, q. e. d. 

§. 39. Lehrsatz 38. Wenn an jeden von zwei Gegen- 
schnitten eine Tangente gezogen wird und diese Tangenten 
sich in einem Punkt treffen, dann halbirt der von diesem 
Punkt aus gezogene Durchmesser die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte. 

Der Beweis wird ebenso wie der von §. 30. geführt, und 
stützt sich zuletzt darauf, dass nicht zwei Tangenten an den 
Gegenschnitten im Mittelpunkt zusammentreffen können. 

§. 40. Lehrsatz 39. Wenn an jeden von zwei Gegen- 

ApoUoniuB, Kegelschnitte. 6 
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schnitten eine Tangente gezogen wird^ diese Tangenten sich 
in einem Punkt treffen und durch ihren Schneidungspunkt 
eine Parallele mit der Berührungssehne bis an die Gegen- 
schnitte gezogen wird, so sind die von den hierdurch auf den 
Gegenschnitten erhaltenen Punkten nach der Mitte der Be- 
rührungssehne gezogenen ^xeraden Tangenten an den Gegen- 
schnitten. 

Fig. 102. Seien zwei Gegenschnitte A und B gegeben und an A 

in D, an 5 in i? Tangenten gezogen, die sich in F schnei- 
den, sei ferner durch F ^ine Parallele mit D1& gezogen, die 
den Gegenschnitten in GjH begegnet, und J die Mitte von 
D£, so wird behauptet, dass die Geraden GJ^HJ Tangenten 
an den Gegenschnitten sind. 

Nach §. 38. ist JF ein zweiter Durchmesser der Gegen- 
schnitte; sei also der Punkt C derselben der Mittelpunkt, und 
werde durch C eine Parallele mit DE gezogen, welche die 
Gegenschnitte in A und B trifft; weil nun CJ die Linie DE 
halbirt, sind AB,CJ conjugirte Durchmesser und also DJ eine 
an den zweiten Durchmesser gezogene Ordinate; also ist nach 
I. 38. das Rechteck CJ' CF gleich dem Quadrat des halben 
zweiten Durchmessers. Da nun aber HF gleichfalls eine an 
den zweiten Durchmesser gezogene Ordinate ist, so folgt hier- 
aus umgekehrt, dass JH und auf ähnliche Art, dass auch 
JG eine Tangente ist. 

§. 41. Lehrsatz 40. Wenn zwei Gegenschnitte von 
zwei nicht ^durch den Mittelpunkt gehenden und sich schnei- 
denden Geraden getroffen werden, so können diese Geraden 
sich nicht gegenseitig halbiren. 

Fig. 103. Seien zwei Gegenschnitte A und B von den nicht durch 

den Mittelpunkt C gehenden Geraden AD^EB, die sich in 
F schneiden, getroffen, so wird behauptet, dass diese Gera- 
den sich nicht halbiren. Denn wäre dies der Fall, so ziehe 
man CF und durch C eine Parallele mit FA, welche den 
Gegenschnitt A in /?, und eine andere Parallele mit FB, 
welche den Gegenschnitt jB in G trifft; nun müsste, wie 
früher bewiesen, so wohl die Tangente in H, als die Tan- 
gente in G parallel CF sein, was unmöglich ist, da GH nicht 
durch den Mittelpunkt geht. Also können AD,EB sich nicht 
gegenseitig halbiren. 
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§. 42. Lehrsatz 41. Wenn zwei Paar conjugirte Ge- 
genschnitte von zwei nicht durch den Mittelpunkt gehenden 
Geraden getroffen werden, so können sich diese Geraden 
nicht halbiren. 

Seien conjugirte Gegenschnitte A und B, D und E ge-Fig. io4. 
geben und von zwei sich in K schneidenden Geraden FG^HJ, 
die nicht durch den Mittelpunkt C gehen, getroffen, so wird 
behauptet, dass diese Geraden sich nicht halbiren. Wäre 
dies der Fall, so ziehe man CK und durch C eine Pa- 
rallele mit FGj welche die Gegenschnitte A und B in den 
Punkten A und B, und eine andere mit Ä/, welche die Ge- 
genschnitte D und E in den Punkten D und E trifft. Nun 
müssten, weil CK die der Geraden AB parallele Linie FG 
halbirt, CK und AB conjugirte Durchmesser, und also die 
Tangente in A parallel mit CK sein, und auf ähnliche Weise 
müssten CK^CD conjugirte Durchmesser, also die Tangente 
in D ebenfalls parallel CK sein; dies ist aber unmöglich, da 
nach §. 19. die Tangente in A die beiden Gegenschnitte D 
und E und die Tangeute in D die beiden Gegenschnitte A 
und B trifft, also die beiden Tangenten im Winkelraum DCA 
zusammentreffen müssen. 

§. 43. Lehrsatz 42. Wenn einen von zwei Paaren 
conjugirter Gegenschnitte eine gerade Linie in zwei Punkten 
schneidet und vom Mittelpunkt eine Linie nach der Mitte 
dieser Geraden und eine andere parallel damit gezogen wer- 
den, so sind diese Linien conjugirte Durchmesser der Gegen- 
schnitte. 

Seien A und B, D und E conjugirte Gegenschnitte und Fig. los. 
einer derselben A von einer Geraden in den P.unkten L und 
M getroffen ; wird dann vom Mittelpunkt C eine Linie nach 
der Mitte N von LM und eine andere DE parallel mit LM 
gezogen, so ist zu beweisen, dass diese beiden Linien con- 
jugirte Durchmesser der Gegenschnitte sind. Nach §. 5. ist 
die Tangente in A parallel mit LM, also auch mit der durch 
C damit gezogenen Parallelen DE^ mithin sind nach §. 20. 
CAjÖD conjugirte Durchmesser der Gegenschnitte. 

§. 44. Aufgarbe 2. In einem gegebenen Kegelschnitt 
einen Durchmesser zu finden. 
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Man ziehe zwei parallele Sehnen und verbinde ihre Mit- 
ten. (Beweis durch ümkehrung von I. 46, 47 und 48.) 

§. 45. Aufgabe 3. In einer gegebenen Ellipse oder 
Hjrperbel den Mittelpunkt zu finden. 

Man suche nach §. 44. zwei Durchmesser, so ist deren 
Schneidungspunkt der Mittelpunkt. 

§. 46. Aufgabe 4. In einer gegebenen Parabel die 
Achse zu finden. 

Man suche nach §. 44. einen Durchmesser, ziehe senk- 
recht dagegen eine Sehne, halbire dieselbe und ziehe durch 
ihre Mitte eine Parallele mit dem Durchmesser. 

§. 47. Aufgabe 5. In einer gegebenen Ellipse oder 
Hyperbel die Achsen zu finden. 
Flg. 106. ' Man suche den Mittelpunkt C, nehme einen beliebigen 
Punkt 2> des Schnitts, beschreibe mit CD einen Kreis, der 
den Schnitt zum zweiten Mal in £ trifil, und fälle von C auf 
BE ein Loth, so ist dies die eine Achse und die durch C 
mit DJS gezogene Parallele MN die andere. 

§. 48. Lehrsatz 43. Nachdem die Achsen, wie in vori- 
ger Aufgabe gezeigt ist, gefunden sind, soll bewiesen wer- 
den, dass es keine andern Achsen giebt. 

Fig. 106. Sei, wenn es möglich ist, CG eine andere Achse, so 

falle man von D auf CG das Loth Dfl, welches verlängert 
den Kegelschnitt zum zweiten Male in / triiFt; dann ist DH 
=iHJy und, wenn man CJ zieht, auch CJ=CDf folglich 
auch G/= CE'j dies ist aber immöglich. Denn zieht man 
noch von J und E senkrecht gegen MN die Ordinaten JK, 
' EL, so müsste, weil G/= CB, auch CK^ -f- KJ'^ = CL^ + 
LE^ oder Ä/» _ J^E^ = CL» — Cff» und wenn man CL^ = 
CN^—ML^LN und CK^ = CN^ — MK- KN setzt, KJ^ — 
LE^ = MK' KN — ML ^ LN. Weil aber / und E Punkte 
des Kegelschnitts und IK,EL »Ordinaten sind, ist KJ^ :LE^ 
= MK^KN: ML • LN, also müsste KJ^ = MK • JfCVsein. Dann 
aber wäre der Kegelschnitt MIN ein Kreis, was gegen die 
Voraussetzung ist. 

Also können ausser den in §. 47. construirten Achsen 
keine anderen gezogen werden. 

§. 49. Aufgabe 6. Wenn ein Kegelschnitt und ein 
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nicht innerhalb befindlicher Punkt gegeben sind, durch den 
Punkt an den Kegelschnitt eine Tangente zu ziehen. 

I. Ist der gegebene Kegelschnitt eine Parabel ^ so las- 
sen sich drei Fälle unterscheiden. 

1) Der Punkt liegt auf der Parabel. 

Man falle von ihm auf die Achse ein Loth , verlängere rig. 107. 
die Achse über den Scheitel hinaus um das durch das Loth 
abgeschnittene Stück und verbinde den erhaltenen Endpunkt 
mit dem gegebenen Punkt, so ist diese Verbindungslinie die 
gesuchte Tangente. I. 33. 

2) Der Punkt liegt auf der Veriängerung der Achse. 

Man schneide auf der Achse vom Scheitel nach innen Fig. 107. 
zu ein Stück ab gleich dem Stück zwischen dem Scheitel t 
und dem gegebenen Punkt, errichte in dem erhaltenen Punkt 
nach beiden Seiten zu ein Loth, das die Parabel in zwei 
Punkten trifft und verbinde diese Punkte mit dem gegebenen, 
so sind dies die verlangten Tangenten. 

3) Der Punkt P liegt beliebig ausserhalb der Parabel. 

Man ziehe von P eine Parallele mit der Achse, welche Fig. los. 
die Parabel in A trifft, schneide darauf von A nach innen 
zu ein Stück AB = PA ab, ziehe in A die Tangente an die 
Parabel und in B eine Parallele damit, die die Parabel in 
C und D trifft; dann sind PC und PE die verlangten Tan- 
genten. (L 46. I. 33.) 

n. Ist der gegebene Kegelschnitt eine Hyperbel, so 
lassen sich fünf Fälle unterscheiden. 

1) Der gegebene Punkt P liegt auf der Hyperbel. 

Man suche die Achse, fälle von P darauf ein Loth PD] Fig. 109. 
sind nun A und B die Scheitel, so bestimme man einen 
Punkt E in der Achse, so dass AE : BE = AD : BD] dann 
ist EP die gesuchte Tangente. (I, 34.) 

2) Der gegebene Punkt E liegt in der Achse. 

Sind wieder A und B die Scheitel, so bestimme man in Fig. 109. 
der verlängerten BA einen Punkt Z), so dass AD:BD=: 
AE : BE, errichte in D auf die Achse nach beiden Seiten zu 
ein Loth, das die Hyperbel in P,F trifft, dann sind PE,EF 
die verlangten Tangenten. (I. 34.) 

3) Der gegebene Punkt P liegt beliebig ausserhalb der 
Hyperbel, jedoch innerhalb des Asymptotenwinkels. 
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Fig. 110. Man ziehe von P durch den Mittelpunkt C eine Linie, 

welche die Hyperbel in A, ihren Gegenschnitt in B trifft; 
bestimme in dieser Linie einen Punkt D, so dass AD : BD 
= AP : BP, ziehe in A die Tangente und in D eine Parallele 
damit; welche die Hyperbel in E^F schneidet, dann sind PE, 
PF die verlangten Tangenten. (I. 47. L 34.) 

4) Der gegebene Punkt P liegt in einer Asymptote. 

pig. 111. Ist C der Mittelpunkt, so nehme man die Mitte D von 

CP und ziehe durch D eine Parallele mit der andern Asym- 
ptote, welche die Hyperbel in E trifft, dann ist PE die ver- 
langte Tangente. (IL 3.) 

5) Der Punkt P liegt innerhalb des Nebenwinkels dea 
Asymptotenwinkels. 

Fig. 112. Man ziehe von P nach dem Mittelpunkt C und parallel 

mit PC eine Sehne DE in der Hyperbel, verbinde deren Mitte 
F mit Cj welche Linie die Hyperbel in A und den Gegen- 
schnitt in B trifft, dann bestimme man die Grösse des zum 
Durchmesser AB gehörigen Rechtecks Q^ durch die Propor- 
tion: DF^ :FA'FB = Q^ : AB^ und ferner auf der verlän- 
gerten PC einen Punkt G dergestalt, dass CP* CG = Q^ ist, 
ziehe endlich von G eine Parallele mit CF, welche die Hy- 
perbel in H trifft; dann ist PH die gesuchte Tangente. (I. 38. 
L 47. I. 2L Zweite Reihe von Erkl. No. 4.) 

Wenn endlich der gegebene Punkt im Scheitelraum des 
Asymptotenwinkels liegt, so ist die Construction einer Tan- 
gente unmöglich. 

in. Sei drittens der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse, 
so lassen sich zwei Fälle unterscheiden. 

1) Der Punkt P liegt im Umfang derselben. 

Fig. 113. Fälle von P auf die Achse ein Loth PD, und wenn A,B 

die Scheitel der Achse sind, bestimme in deren Verlängerung 
einen Punkt J5, so dass AE : BE = AD : BD, dann ist EP die 
verlangte Tangente. (I. 34.) 

2) Der Punkt P liegt beliebig ausserhalb derselben. 

Fig. 114. Ziehe von P durch den Mittelpunkt C und, wenn A,B 

die hierdurch erhaltenen Scheitel sind, bestimme in AB einen 
Punkt D dergestalt , dass AD : BD = AP : BP, ziehe ferner 
nach Vorigem in A oder B eine Tangente und eine Parallele 
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damit durch 2>, welche die Ellipse in E,F trifft, dann sind 
PE,PF die verlangten Tangenten, (L 34 I. 47.) 

§. 50. Aufgabe 7. An einen gegebenen Kegelschnitt 
eine Tangente zu ziehen, die mit der Achse nach der Seite 
des Kegelschnitts zu einen gegebenen spitzen Winkel bildet. 

I. Für die Parabel. 

Sei eine Parabel mit dem Scheitel A und der Achse , 
AF^ sowie der spitze Winkel a gegeben; man soll an 
erstere eine Tangente ziehen, die mit der Achse nach der 
Seite des Schnitts zu den Winkel DEA = a bildet. 

Analysis. Ist an einer Parabel AD im Punkte D die 
Tangente gezogen, welche die Achse im Punkt E unter dem 
verlangten Winkel schneidet, und von D auf die Achse das 
Loth DF gefällt, so wie AD gezogen, so ist das Dreieck 
DEF durch zwei Winkel der Gestalt nach bestimmt, und 
weil EA = AF, auch der Punkt A in der Grundlinie, also 
der Winkel DAF gegeben. 

Construct. Trage an einer beliebigen Linie GH in Hwig, ii5. 
einen Kechten und in G den Winkel a an, verbinde die er- 
haltene Spitze J des Dreiecks mit läer Mitte K von GH\ 
trage nun an die Achse der Parabel im Scheitel A nach in- 
nen zu den gefundenen Winkel JKH nach beliebiger Seite 
an und ziehe in dem Durchschnittspunkt D des erhaltenen 
Schenkels mit der, Parabel die Tangente an dieselbe, so ist 
dies die verlangte. 

Bew. Ist E der Schneid unggpunkt der Tangente mit 
der Achse, DF das von D auf die Achse gefiLllte Loth, so 
ist A ^^^ ^ A J^^ *^s zwei Winkeln , also DA:AF = 
JK: KH, also auch DA:AE = JK:KG und also /\, DAE cv 
/\ JKG aus 2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, 
folglich / DEF= Z JGH= a. q. e. d. 

Anm. Da der Winkel JX£r nach zwei Seiten der Achse zn angetragen 
weiden kann, so giebt es zwei Tangenten, die der Aufgabe genügen. 

n. Für die Hyperbel. 

Sei ein spitzer Winkel a und eine Hyperbel AD gege- 
ben; man soll an diese eine Tangente ziehen, die mit der 
Achse nach der Seite der Hyperbel zu einen Winkel DEA 
gleich a bildet. 

Anal. Ist im Punkte D einer Hyperbel eine Tangente Fig. iisa. 
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gezogen, die die Achse im Punkte E unter deiA verlangten 
Winkel schneidet, und DF das von D auf die Achse gelallte 
Loth, C der Mittelpunkt, AjB die Scheitel , so ist nach 1. 37. 
DF^ : FE • FC ^= rit^ und da wegen des bekannten Winkels 
DEF das Verhältniss DF:FE gegeben ist, ist auch durch 
Division DF : FC mithin der Winkel DCF gegeben. Man 
bemerkt femer, dass, da die verlängerte ED die Asymptote 
in einem Punkt G treffen muss, der Winkel DEF oder a 
grösser als der halbe Asymptotenwinkel GCE sein muss. 

Construct. Errichte in einem beliebigen Punkt / auf 
einem Schenkel des Winkels a, dessen Scheitel H sei, ein 
Loth, das den andern Schenkel in K trifft, und bestimme auf 
der verlängerten JA" einen Punkt ilf, so dassÄ/^ : Jff« JM = 
r:i*)j ziehe MK und trage den Winkel KMJ an die Achse 
CA der Hyperbel im Punkte C nach der Seite der Hyperbel 
zu an, bis sein Schenkel die Hyperbel in D trifft, so ist 
die in D gezogene Tangente DE die verlangte. . 

Bew. Man ziehe von D die Ordinate DF und die Linie 
DCf so ist /\ DFC CO /\ KJM wegen gleicher Winkel, also : 
1) KJ:JM = DF:FC] weil aber (2) KJ^ .JH- JM=r:t 
nach Construct. und (3) DF^ \FE'FC=r:t nach I. 37., ist 
KJ^:JH'JM=DF^:FE'FC, welches durch (1) dividirt, 
giebt KJ:JH=DF:FE, also ist /\KHJ t^ }\DEF und 
folglich /^ DEF :=^ /_ KHJ ^=^ cLj wie verlangt war. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass, wenn der gegebene Win- 
kel OL grösser als der halbe Asymptotenwinkel ist, die Con- 
struction immer ausfuhrbar ist. 

Sei JHL gleich dem halben Asymptotenwinkel und werde 
in A auf CA ein Loth errichtet, das die Asymptote in 
trifft. Nun ist C^2 . ^02 == /: ^ nach K 3., also auch HJ^ : 

JL^ =t:r und folglich HJ^ :JK^ <:t:r] weil nun HJ- MJ: 
JK^ =^i:r nach Construction , muss MJ>HJ und folglich 
MJ^:JK^>t:r, also MJ^ : JK^ > HJ^ : JL^ oder MJ: JK 



*) Anm. Die Bestimmung des Punktes M geschieht am einfachsten so, 

KJ* 
dass man zuerst HJ=t und dann JM^= — macht; denn dann ist in der 
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HJiJLy woraus folgt, dass der Winkel KMJ kleiner als 
der halbe Asymptoten winkel LHJ ist, und in diesem Falle 
wird der Schenkel des an AC in C angetragenen Winkels 
KMJ nothwendig die Hyperbel schneiden, also die Con- 
struction ausführbar sein. 

Anm. Da der Winkel KMJ an zwei Seiten von CA angCLtragen werden 
kann, sind zwei Tangenten möglich, die der Aufgabe genügen. 

m. Für die Ellipse. 

Sei ein Winkel a = KHJ und eine Ellipse gegeben; an Fig. neb. 
diese eine Tangente zu ziehen, die mit der Achse nach der 
Ellipse zu einen Winkel gleich a bildet. 

Analysis. Wäre DE die verlangte Tangente, DF die 
von D an die Achse gezogene Ordinate und DC die Linie 
nach dem Mittelpunkt, dann müsste DF^ : CF • FE =r:i und 
da DFiEF durch die Winkel gegeben ist, so ist auch DF: 
CFj mithin der Winkel DCF bekannt. 

Construction. Mache einen Schenkel HJ des gege- 
benen Winkels a gleich t, errichte in J ein Loth, das den 
andern Schenkel in K triiR;, bestimme in der verlängerten 
HJ einen Punkt 3f, so dass r : KJ=^ KJ : 73f, ziehe KM und 
trage den Winkel KMJ in C an die Achse der Ellipse be- 
liebig an; trifft nun der Schenkel die Ellipse in D, so ist 
die in D gezogene Tangente DE die verlangte. 

Bew. Ist DF noch die in D gezogene Ordinate an die 
Achse, so ist DF^ : CFFE = r : ^ und da auch KJ^ : JM- 
JH = JMr:JM*JH=r:t, ist DF^ : CF- FE = KJ^ :JM - 
JH. Weil aber A CDF co ^KMJ, muss DF: CF=KJ: MJ 
und deshalb auch DF:FE = KJ:JH, und folglich /^DEF 
= /^ KHJ=^ OL sein. 

§. 51. Aufgabe 8. An einer gegebenen Parabel oder 
Hyperbel ^ine Tangente zu construiren, welche mit dem 
durch den Berührungspunkt gehenden Durchmesser einen ge- 
gebenen spitzen Winkel bildet. 

Wenn eine Parabel gegeben ist, so ergiebt sich aus dem 
Parallelismus der Durchmesser leicht, dass man nur die vorige 
Aufgabe aufzulösen hat. 

Sei eine Hyperbel AD und ein spitzer Winkel a gege- Fig. in. 
ben, es soll an erstere eine Tangente gezogen werden, die 
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mit dem n.ach dem Berührungspunkt gezogenen Durchmesser 
einen Winkel gleich a bildet. 

Analys. Wäre DE die verlangte Tangente, CD der 
Durchmesser nach dem Berührungspunkt, DF die von D an 
die Achse gezogene Ordinate, so wäre in der Figur CDF 
der rechte Winkel bei F, der Winkel CDE und das Verhält- 
niss DF^ : FE • FC =r:t bekannt; daraus ist aber ihre Ge- 
stalt bestimmt; denn beschreibt man über einer beliebigen 
Länge ey als Sehne einen Kreisbogen, der den Winkel a als 
Peripheriewinkel enthält, und fallt von einem beliebigen Punkt 
des Kreises d ein Loth d(f) auf die verlängerte ye, so ist, wenn 
\ der zweite Schneidungspunkt dieses Lothes mit dem Kreis 
ist, d(J)2 : ^£ . (J)y = ^(()2 : ^(j) . (f,x = d(f) : <))A., weshalb sich die 
Lage des Lothes aus dem gegebenen Verhältniss d(f)^ : ^e* <^y 
leicht bestimmen lässt, 

Construct. Man ziehe eine gerade Linie sy und be- 
schreibe darüber einen Kreisbogen, der den Winkel a als 
Peripheriewinkel enthält, schneide auf einer andern beliebigen 
geraden Linie von einem Punkt G aus das latus rectum und 
transversum nach derselben Seite zu den Punkten H und J 
ab, halbire HJ in K, fälle vom Mittelpunkt fx des über sy 
beschriebenen Kreisbogens ein Loth p auf sy und theile es 
durch den Punkt ß, so dass [xv : ßv ^= KG : HG , ziehe von ß 
eine Parallele mit ey, welche den Kreis in d trifft, ziehe dy 
und trage den erhaltenen Winkel ^£ an CA im Punkte C 
an, bis sein Schenkel die Hyperbel in D trifft, so ist die in 
D gezogene Tangente DE die verlangte. 

Bew. Man ziehe noch 6b und das Jjoth &<f) von d auf 
ye, welches verlängert den Kreis zum zweiten Mal in X trifft, 
ferner das Loth DF von D auf die Achse und im Scheitel A 
die Tangente, die eine Asymptote in L trifft. Nun ist zu- 
nächst zu zeigen, dass der Schenkel des an CA angetragenen 
Winkels 6ye die Hyperbel nothwendig treffen muss. Es ist 

(1) CA^:LA^ = t:r{ILS.), und da jutß : ßv = ^^: r, 2^ß 

oder X^idifi = i — r:r also auch X<\) : dcf)= / : r , oder, wenn 
das erste Verhältniss mit d(J) erweitert und 4>y • <\>b statt X(f> • ^<f> 
gesetzt wird, <f)y • (f»£ : d(|)2 =: t:r und folglich (2) c/)y^ : d<()^ >^ 
/ : r, welches mit (1) verglichen zeigt, dass cj>y : dcf) > CA :. LA, 
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folglich Winkel ^y</) kleiner als LCA ist; und also selineidet der 
Schenkel des im CA angetragenen Winkels dy(t> nothwendig 
die Hyperbel. Nun bleibt zu zeigen, dass die im Schnei- 
dnngspunkt D geziogene Tangente DE mit dem Durchmesser 
CD einen Winkel gleich a bildet. Es ist /\DFC c^' /\d<l)y 
wegen gleicher Winkel , und da DF^ : FE • FC = r:t nach 
I. 37. und d(f>^ :<f>y • (f)£ = r :ty wie oben gezeigt ist, also 
(S)DF^ : FE 'FC=^(\>^ : (f>/ • <f)s, und aus obiger Aehnlichkeit 
(4) DF:FC = d<f): 4>y, also (3) durch (4) dividirt DF:FE = 
d<f):(^€; folglich Winkel FDM:=(f>d£, welches von den glei- 
chen Winkeln FDC^^^y subtrahirt, giebt EDC = sd}/ und also 
gleich a* w. z, b. w. 

§.-52. Lehrsatz 44. Der spitze Winkel, den eine Tan- 
gente an einer Ellipse mit dem nach dem Berührungspunkt 
gezogenen Durchmesser bildet, ist nicht kleiner als der Ne- 
benwinkel des Winkels, den die von den Endpunkten der 
grossen Achse nach einem Endpunkt der kleinen gezogenen 
Linien bilden. 

Sei eine Ellipse mit dem Mittelpunkt C, der grossen 
Achse AB und der halben kleinen CD gegeben, AD und BD 
und in einem beliebigen Punkt E des Umfangs sowohl der 
Halbmesser EC als auch die Tangente gezogen, die die ver- 
längerte Achse BA in F, die verlängerte BD in G trifft, so 
wird behauptet, dass der Winkel CEG nicht kleiner als 
Winkel GDA ist 

Sei erstens BD \\ CE, dann ist, weil AC=^BCy wenn H derpig. iis. 
Durchschnitt von AD und CE ist, auch AH = DH und folg- 
lich FG II AD (Umkehr, von I. 47.), also Winkel CEG=GDH. 

Sei ferner BD nicht parallel CE und noch von E an die iig. 119. 
Achse die Ordinate EJ gezogen. Nun ist Winkel ECJ un- 
gleich Winkel DBC, also auch DC^ : CB^ ungleich EJ^ : CJ^, 
und da DC^ : CB^ = EJ^ : CJ- JF, ist CJ^JF ungleich CJ^, 
also JF ungleich CJ. Sei nun ein beliebiger Kreis und darin 
eine Sehne XY gegeben, so dass der zu XY gehörige stumpfe 
Peripheriewinkel gleich ADB ist, ferner von der Mitte des 
Bogens 8 ein Durchmesser SMQ gezogen, der ^F in P 
schneidet. Nimmt man nun in XY einen Punkt L, so dass 
XL:LY=^CJ:JF und zieht in L lothrecht gegen Jf F die 
Sehne M>, deren Mitte Ä ist, so ist zunächst leicht zu zei- 
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gen; dass NL^ :XL'LY<:SP^ :PX^, also kleiner als DC^ : 
AC . CB oder als KP.CJ-JF ist. Denn NL^ iXLLY = 
NL^ :NL'LO = NL:LO = ]SIR—RL:NR + RLxmdd^ in 
letzterem Verliältniss das Vorderglied kleiner als das Hinter- 
glied ist, wird es vergrössert, wenn beide Glieder um das- 
selbe Stück wachsen, also wenn in beiden SM statt NR ge- 
setzt, wird, also hat man, da RL = PM ist, NL^iXL'LY 
< SM—NP: SM + MP, d. h. als SP: PQ oder SP^ : SPPQ 
oder SP^iXP^. Nimmt man also in der verlängerten iJST 
einen Pmikt T, so dass TL^ : XL • LY= SP^ :PX^=EJ^: 
CJ'JF, so ist A-X^^i^ähnlich/N^CEF; denn da XL:LY = 
CJiJF, ist XL2:XL.Ly=G/2:G7./Fund da TX^ : XL . 
LY=zEJ'':CJ' JF, ist durch Division XL^ : TL^ = CJ'^ :EJ^, 
also /\XLT ähnlich /\ CJE und auf gleiche Weise ^YLT 
ähnlich jr\^FJE. Mithin ist, da / XTY kleiner als / XNY, 
letzterer aber gleich ÄDBj auch /_ CEF kleiner als ADB und 
sein Nebenwinkel GEC grösser als ADG. w. z. b- w. 

§. 53. Aufgabe 9. An eine Ellipse eine Tangente zu 
ziehen, die mit dem nach dem Berührungspunkt gezogenen 
Durchmesser einen gegebenen spitzeln Winkel bildet, welcher 
jedoch nicht kleiner sein darf als der, den zwei Linien von 
den Endpunkten der kleinen Achse nach einem Endpunkt 
der grossen gezogen bilden. 

Sei eine Ellipse mit der grossen Achse ABy der kleinen 
/ DK, dem Mittelpunkt C und ein spitzer Winkel a nicht klei- 
ner als der Winkel DAK gegeben, man soll eine Tangente 
GEF an die Ellipse ziehen, so dass der spitze Winkel GEC 
gleich a ist. 
Fig. 118. 1) Sei a = DAK. Man ziehe AD, halbire es in JGT, ziehe 

Cff, bis es die Slipse in E triiFt, so ist die durch E mit AD 
gezogene Parallele die verlangte Tangente. 
Fig. 119 lind 2) Sei a > DAKy also sein Nebenwinkel ß < ADB. 

^^^' Man zeichne einen beliebigen Kreis und darin eine Sehne 
XYy SO dass der dadurch gebildete kleinere Bogen den Pe- 
ripheriewinkel ß enthält, ziehe von der Mitte S dieses Bo- 
gens einen Durchmesser SPMQ und bestimme in SP einen 

Punkt Z, so dass ZP:ZM= r : —5—, ziehe durch Z eine Pa- 

rallele mit XY, die den Kreis in iV^ trifft, trage den Winkel 
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NXY an die Achse CA im Punkte C an ; triflft nun der Schen- 
kel die Ellipse in E, so ist die Tangente in E die verlangte. 

Beweis. Ziehe noch von N aus die Sehne NLO pa- 
rallel mit SQ. 

Da nach Voraussetzung der Winkel ß = XSY kleiner 
als ADB ist, ist XPPYiSP^ oder PQ:SP<:AC' BC:D(P, 
d.h. als t:r, mithin, wenn man auf beiden Seiten 1 addirt 

und die Vorderglieder halbirt, — -— :iSP-< — --^: r, und 

da ZM: ZP— ^^ : r, ist also SM: SP<:ZM: ZP oder, wenn 

man auf beiden Seiten 1 subtrahirt, PM: SP <Z PM : ZP, also 
SP>ZP] folglich muss die durch Z gezogene Parallele 
den Kreis nothwendig schneiden und die Construktion immer 

möglich sein. Nun folgt aus ZP:ZM=r:-^ leicht ZP: 

2ZM— ZP= r : /, also auch NL : LO oder NL^ :XLLY = 
r : /; da aber EI^ : CI- IF—r : / und /\XNL ähnlich ^CIE, 
also NL : XL = EI : IC, folgt durch Division auch NL : L Y 
z:=:EI:IF, also /\NLY ähnlich /\^EIF und Winkel LNY = 
lEF, also auch Winkel ß — XNY=: CEF. w, z. b. w. 



Drittes Buch des ApoUonius von Perga über 

Kegelschnitte. 



§. 1, Lehrsatz 1. Wenn zwei Tangenten eines Kegel- 
schnitts sich schneiden und die Durchmesser nach den Be- 
rührungspunkten gezogen und verlängert werden, so ist das 
Dreieck, dessen Ecken ein Berührungspunkt, der Durch- 
schnitt des nach diesem gezogenen Durchmessers mit der 
zweiten Tangente und der Kreuzungspunkt der Tangenten 
sind, gleich dem andern ähnlich gebildeten Dreieck. 

pig.121-124. Seien -4, B zwei Punkte eines Kegelschnitts, in welchen 

Tangenten gezogen sind, die sich in F kreuzen, sei ferner D 
der Durchschnitt der Tangente in A mit dem nach B gezo- 
genen Durchmesser und E der Durchschnitt der Tangente 
in B mit dem nach A gezogenen Durchmesser, so wird be- 
hauptet, dass /\AEF=/\DBF. 

Constr. Ziehe von B eine Parallele mit AD^ bis sie 
EA in G trifft. 
Fipr. 121. Beweis. 1) für die Parabel. Nach I. 35. ist EL4 = ^G; 
da nun AG = BD, ist EA = BD, und da' die Dreiecke AEF 
und BDF ausserdem noch gleiche Winkel haben, sind sie 
congruent, also auch gleich. 

Fig.122-124. 2) für Ellipse und Hyperbel. Nach I. 37. ist CE : CA 
= CA : CG. Da nun CA: CG == CD: CB, ist auch CE : CA 
= CD:CB und folglich /\CAD = /\CBEj oder wenn man 
auf beiden Seiten das Stück CEFD bei der Hyperbel und 
CAFB bei der Ellipse abzieht oder hinzufügt, so erhält man 
/\AEF= /\DBF. q. e. d. 

Anm. Bei der Ellipse sind in der Figur zwei Falle zu unterscheiden, je 
nachdem die Punkte A und E^ B und D auf derselben Seite des Mittelpunkts 
oder auf verschiedenen Seiten liegen. 
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§. 2. Lehrsatz 2. Wenn ausser den im vorigen Lehr- 
satz angenommenen Linien noch von einem beliebigen Funkt 
des Kegelschnitts Parallelen mit den Tangenten gezogen 
werden, so ist das Viereck aus diesen beiden Parallelen, 
einer Tangente und dem nicht dazu gehörigen Durchmesser 
gleich dem Dreieck, das von derselben Tangente, dem dazu 
gehörigen Durchmesser und der Parallelen mit der andern 
Tangente gebildet ist. 

Sei unter denselben Bezeichnungen wie im vorigen Lehr- Fig.125-130. 
satz G der auf dem Kegelschnitt angenommene Punkt und 
treffe die mit der Tangente in A gezogene Parallele die 
Tangente in B im Punkt H und den durch B gehenden Durch- 
messer in K, femer die mit der Tangente in B gezogene 
Parallele die Durchmesser von A und B beziehlich in / und i, 
so wird behauptet, dass Viereck GHEI gleich Dreieck HBK ist. 

Beweis. Es ist in allen 6 Figuren bei der Parabel 
nach L 42., bei Ellipse und Hyperbel nach I. 43. /\ GLK == 
BLIE. Subtrahirt oder addirt man nun auf beiden Seiten 
das Stück LBHGy so erhält man die Behauptung, 

§. 3. Lehrsatz 3. Wenn ausser den im Lehrsatz 1. 
angenommenen Linien von zwei beliebigen Punkten des Ke- 
gelschnitts Parallelen mit den Tangenten gezogen werden, 
80 sind die Vierecke, welche von drei dieser Parallelen und 
je einem, Durchmesser so gebildet werden, dass jedes an 
einen der beiden beliebig angenommenen Punkte anstösst, 
einander gleich. 

Anm. Es lassen sich an jedem der beiden Punkte vier derartige Vier- 
ecke bilden, und da die Vierecke, die nach dem Lehrsatz gleich sein sollen, 
nicht beide an denselben Durchmesser anstossen, so bleiben für jedes an einem 
Punkt aasgewählte nur zwei an den andern Punkt anstossende zur Verglei- 
chnng, aus welchen das richtige leicht auszuwählen ist. 

Seien A uijd B wie früher die Punkte, durch welche Fiff.131.133. 
Durchmesser und Tangenten gezogen sind, femer C, D zwei 
beliebige Punkte, entweder beide zwischen A und B oder 
beide ausserhalb und auf derselben Seite angenommen; wer- 
den nun durch C und D Parallelen mit den Tangenten ge- 
zogen und schneidet die von C ausgehende mit der Tangente 
in B den Durchmesser von A m G, die von D ausgehende 
denselben in F, dagegen die von C ausgehende Parallele mit 
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der Tangente in A den Durchmesser von B lü H^ die von 
2) ausgehende denselben in 7, ist ferner E der Kreuzungs- 
punkt von CH mit DF, so ist zu beweisen, dass Viereck 
CEFG = Viereck BEUL 

Beweis. Seien noch ilf, K und h die Durchschnitts- 
punkte der Linien CG, DF und BH mit der Tangente in A^ 
so ist nach vorigem Paragraph 

1) DILK=/\AKFy 

2) CHLM=/\AMG, 
woraus durch Subtraktion entsteht 

3) DIHE ± MKEC = ± FGMK oder DIHE = CEFG. 

Anm. 1. Die Bedeutung der Zeilen (1) und (2) ist in den beiden ersten 
Figuren einleuchtend, und bei Zeile (3) für diese nur zu unterscheiden, dass in 
der ersten das Minuszeichen, in der zweiten das Pluszeichen vor MKEC^ wäh- 
rend auf der andern Seite in beiden Fällen das Pluszeichen zu nehmen Ist. In der 
dritten Figur sind die Vierecke DILK und CRLM sogenannte überschlagene 
Vierecke, deren Inhalt dem Unterschied der beiden Dreiecke, aus weifchen sie 
bestehen, gleich zu setzen ist; auch kann über das Zeichen dieses Unterschie- 
des kein Zweifel sein, denn sei N der Durchschnittspunkt von CCh mit JBJ, 
und denke man sich den Punkt C dem Punkte B nähern und ihn überschrei- 
s ten, so wird dann das Viereck CHLM in ein einfaches übergehen, welches 
positiv zu nehmen ist, also ist CHLM = LMN -^ CNH und ebenso, wenn 
der Kreuzungspunkt von DK und JBI ist, DILK= LKO — DOL 

Anm. 2, Es findet sich zu diesem Satz eine Anmerl^ung des Eutocias, 
dass die bei der Behauptung vorkommenden Vierecke nur dann entstehen, 
wenn die beiden Punkte C und D entweder beide zwischen A und B oder 
beide ausserhalb derselben angenommen werden; wenn aber einer von ihnen 
zwischen A und B und der andere ausserhalb angenommen wird, entständen 
die Vierecke nicht; dies ist jedoch nur so zu verstehen, dass in den erstge- 
nannten Fällen die Vierecke einfache convexe Vierecke sind, im letzten Fall 
dagegen eins derselben ein überschlagenes Viereck ist; wie man sich durch 
Zeichnung einer Figur leicht überzeugen kann. 

§. 4. Lehrsatz 4. Wenn an jeden von zwei Gegen- 
schnitten eine Tangente gezogen wird, so dass diese Tan- 
genten sich schneiden, und wenn die beiden Durchmesser 
nach den Berührungspunkten gezogen und über den Mittel- 
punkt verlängert werden, so ist das Dreieck, dessen Ecken 
ein Berührungspunkt; der Kreuzungspunkt der Tangenten 
und der Durchschnitt des von diesem Berührungspunkt aus- 
gehenden Durchmessers mit der am andern gezogenen Tan- 
gente sind, gleich dem andern ähnlich gebildeten Dreieck. 
Fig. 134. Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte 
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Tangenten gezogen, die sich in F kreuzen, ferner in A der 
Durchmesser AC, der- BF in E, und in B der Durchmesser 
BC^ der AF in D schneidet, so wird behauptet, dass /\AFE 
= /\BFD ist. 

Man ziehe in dem Punkt G, wo der Durchmesser AC 
den Gegenschnitt trifft, die Tangente, welche BC in H 
schneidet, so ist /\ACD congruent /\CGH, aber /\CGH 
Bach §. 1. gleich /\CBE, folglich, wenn man zu den glei- 
chen Dreiecken ACD und CBE das Stück CDFE hinzufügt, 
^AFE = /\BFD. 

§. 5. Lehrsatz 5. Wenn zwei je an einen Gegen- 
schnitt gezogene Tangenten sich schneiden und von einem 
beliebigen Punkt eines der beiden Gegenschnitte zwei Linien 
gezogen werden, eine parallel der Tangente an diesem Ge- 
genschnitt und die andere parallel der Berührungssehne, so 
ist das von diesen beiden Parallelen und dem nach dem 
Kreuzungspunkt, der Tangenten gezogenen Durchmesser ge- 
bildete Dreieck vermindert um das ihm ähnliche Dreieck, 
das am Kreuzungspunkt entsteht, gleich dem Dreieck, das 
die mit der Berührungssehne gezogene Parallele mit der vor- 
erwähnten Tangente und dem Durchmesser nach ihrem Be- 
rührungspunkt bildet. 

Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte Fig.isß-iST. 
Tangenten gezogen, die sich in D kreuzen, und von einem 
beliebigen Punkt E eines der beiden Gegenschnitte an den 
Durchmesser CD die beiden Linien EG \\ AD und EF || AB 
gezogen, sei ferner H der Punkt, in welchem die Tangente, 
imd / der^ in welchem der Durchmesser AC die Linie EF 
schneidet, so wird behauptet: /\EFG — /\HFD = /\^AHL 

Beweis. Nach L 45. ist /\EFG = /\CFI -{- /\ACD, 
und subtrahirt man auf beiden Seiten /\HFDi so erhält man 

/\EFG — /\HFD =z/\CFI + /\ACD — /\HFD 

= /\AHI. q. e. d. 

A n m. Es mag nocli derselbe Satz an einer einfachen Hyperbel bewiesen 

werden. Seien also in den Punkten Ä und JB einer solchen Tangenten die Fig. 138. 

sich in D kreuzen , und von einem andern beliebigen Punkt B EF parallel 

AB und EG parallel AD bis an den Durchmesser CD gezogen , seien ferner 

H und I die Punkte , in welchen EF die Linien AD und AC schneidet , so 

ist zu beweisen, dass 

A FDH- t,mE=t, ASI. 
Apollonius, KegelBchnitte. 7 
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Zieht man noch im Scheitel X die Tangente XT bis an den Dorchmes- 
ser CA, so ist nach III. §. 1. /\CXY= ^CDA und nach I. §. 43. /^JSFG 
= □ XYIF, also : 

CGEI= A OFI-^ A GFB= A CFI-^FXTI^ A CXY= A ODA, 
und subtrahirt man von COEI = A CDA das gemeinsame CDHI, so bleibt 
DGEHzzz A AHJ oder A FDH— A ^^^ = A ^^I. q. e. d. 

§. 6. Lehrsatz 6. Wenn an zwei Gegenschnitten zwei 
sich schneidende Tangenten und die Durchmesser nach ihren 
Berührungspunkten^ ferner von einem beliebigen Punkt eines 
der beiden Gegenschnitte Parallelen mit den Tangenten ge- 
zogen werden, so ist das Viereck zwischen diesen beiden 
Parallelen, einer Tangente und dem nicht zu ihr gehörigfen 
Durchmesser gleich dem Dreieck, das an derselben Tangente 
und dem zu ihr gehörigen Durchmesser durch eine jener 
Parallelen abgeschnitten wird. 
Fig. 139 und Scicu A uud B die Punkte, in welchen die Tangenten 
^^^' AI und BY und die Durchmesser AB, BE gezogen sind, F 
ein beliebiger Punkt eines der beiden Gegenschnitte und 
FG II BY, bis es u4/ in G trifft, FH \\ AI, bis 6s BE in H 
trifft, gezogen, sei ferner K der Durchschnittspunkt von AD 
und FG, so wird behauptet, dass 

FEIG = /\AKG. 
Ist X der Schneidungspunkt von FG und BC, so kann 
man die Behauptung auch schreiben: 

A IGX— /\FHX= /\AKG. 
Beweis. Man ziehe noch in Z> die Tangente, die FG 
in M, BE v\ L schneidet; ist nun Y noch der Schneidungs- 
punkt der Tangente in B mit 4^) so ist nach I. 44. und 
III. 1.: 

/\FXH=/\CXK—/\CBY=/\CXK—/\CAI, also 

/\CAI=/\CXK—/\FXH 
und fügt man auf beiden Seiten das Viereck CKGI hinzu, 
so ist 

/\AKG = A^ö — A^H^- q- e. d. 

§. 7. Lehrsatz 7. Wenn in zwei beliebigen Punkten 
zweier Gegenschnitte (die nicht Endpunkte eines Durch- 
messers sind) Tangenten und Durchmesser und von zwei 
andern beliebigen Punkten Parallelen mit den Tangenten 
gezogen, werden, welche sowohl den Durchmessern als je 



99 

einer Tangente begegnen, so sind zwei Vierecke, deren jedes 
aus drei dieser Parallelen und einem Durchmesser gebildet 
wird, so dass es an einen der zuletzt angenommenen Punkte 
anstösst, einander gleich. 

Anm. Dieser Satz, welcher eine Ausdehnung des §.8. auf Gegenschnitte 
atf wird för mehrere Fälle besonders bewiesen, nämlich 

1) wenn die beiden zuletzt angenommenen Funkte in den Theilen der 
Gegenschnitte zwischen den zuerst angenonmienen Funkten und zwischen den 
Endpunkten der von ihnen ausgehenden Durchmesser liegen, im vorliegenden §. 7. 

2) wenn einer der Funkte zwischen den Endpunkten der Durchmesser liegt 
und der andere ein solcher Endpunkt selbst ist, im §. 9. 

8) der Fall, in welchem beide Punkte Endpunkte der Durchmesser sind» 
fuhrt zurück auf Lehrsatz 4, doch ist für diesen Fall im §. 8. die Gleichheit 
zweier andern Vierecke bewiesen. 

4) der Fall, in welchem die beiden Punkte ausserhalb der zuerst ange- 
nommenen Punkte und der Endpunkte der von ihnen ausgehenden Durchmes- 
ser liegen, in §. 10. 

5) der Fall, dass einer der Punkte zwischen den zuerst angenommenen , 
Punkten, der andere ausserhalb der Endpunkte der von diesen ausgehenden 
Durchmesser liegt, kann gleichfalls leicht erwiesen werden. 

1 

\ 

Seien in den Punkten^ und B eines von zwei Gegen- Fig. ui. 
schnitten Tangenteti und Durchmesser AD, BE gezogen, 
und von zwei andern Punkten F und G, deren einer auf 
der einen Hyperbel zwischen A und B, der andere auf der 
andern zwischen D und E liegt, Parallelen mit den Tangen- 
ten, welche einander in den Punkten H und X, den Durch- 
messern in den Punkten /, M, K, L begegnen, so wird be- 
hauptet 

FJKH= GLMH oder FXLM= GXIK. 

Beweis. Seien N, O, P die Punkte, in welchen BC, 
FI, GH die Tangente in A schneiden. Nun ist nach vcJri- 
gem Satz: 1) /\AKP = LGPN und nach §. 2. A ^0 
= FONM'y setzt man also in (1) statt des Stückes AIO 
das ihm gleiche Viereck, so ist das Vieleck IKPNMF=:^ 
LGPN, und fügt man hierzu noch das Stück NMHP, so 
erhält man FIKH = GLMH. q. e. d. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn in zwei Punkten -4 und B 
eines von zwei Gregenschnitten Tangenten und Durchmesser 
und in den beiden andern Endpunkten dieser Durchmesser 
Parallelen mit den Tangenten gezogen werden, so sind die 
Vierecke, welche diese Parallelen mit je einer Tangente und 

7* l ;\ - 
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dem nicht dazu gehörigen Durchmesser bilden; einander 
gleich. 

Fig. 142. Seien -in den Punkten A und B eines von zwei Gegen- 
schnitten die Durchmesser AD und BE und die Tangenten 
und in den Funkten D, E Parallelen mit den Tangenten ge- 
zogen, welche mit je einer Tangente und dem nicht dazu 
gehörigen Durchmesser die Vierecke EFGH und DIKL bil- 
den, so wird behauptet, dass DIKL = EFGH, 

Sei M der Kreuzungspunkt der Tangenten in A und B^ 
und GK und AB gezogen, so ist nach lU. 1. /\ AMG = /\BM'Ki 
und addirt man hierzu /\GMK, so ist /\^AGK= /\BGK, 
also AB parallel GK und CG:CA=CK:CB, also auch 
2CA:CA — CG = 2CB:CB-'CK, d.h. AD:AG=BE:BK, 
aber wegen Aehnlichkeit der Dreiecke AGM und ADL und 
BKM und BEH verhält sich /\ ADL : ^ AGM =AD^:AG^ 
und /\ BEH : ^BKM = BE^ : BK'^, also auch 

/\ADL : /\AGM = /\BEH: /\BKM 
und da /\AGM=^/\BKM, ist auch /\ADL = ^BEH, 
also, wenn man /\ACK= /\BCG subtrahirt, DCKL = 
ECGH und addirt man hierzu /\DCI = /\ECF, so erhält 
man DIKL = EFGH. q. e. d. 

Fig. 143. §. 9. . Besonderer Fall zu Lehrsatz 7. Wenn in zwei 

Punkten A und B eines von zwei Gegenschnitten Tangen- 
ten und Durchmesser ADj BE, von einem Punkt F des an- 
dern Gegenschnitts zwischen D und E Parallelen FG, FH 
mit den Tangenten in B und A bis an die Durchmesser ACy 
BCy endlich im Endpunkt D Parallelen DKI und DL mit 
den Tangenten in A und B gezogen werden, so ist zu be- 
weisen, dass 

1) /\DIC=^FHCG und 2) DLFG=zHLDL 

Fig. 144. Beweis. Es ist nach III. 2. /\, DKG = FHIK und 
fügt man hierzu noch KICG, so ist /\DIC= FHCG] fiigt 
man aber FKDL hinzu, so ist DLFG = HLDL q. e. d. 

§. 10. Besonderer Fall zu Lehrsatz 7. Seien in den 
Punkten A und B eines von zwei Gegenschnitten Tangenten 
und Durchmesser AD, BE und von zwei andern Punkten F 
in der einen Hyperbel ausserhalb AB und G in der andern 
ausserhalb DE Parallelen FM, FI, GL, GK mit den Tan- 
. genten bis an die nicht zu diesen Tangenten gehörigen 
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Durchmesser gezogen. Sind H und X die Punkte, in denen 
sich diese Parallelen kreuzen, so ist zu beweisen, dass 

1) FHKI= GHML 
oder die überschlagenen Vierecke FXLM und GXIK einan- 
der gleich sind, d. h. wenn S und Z die Kreuzungspunkte 
von GL, AC und von FI, BC sind: 

2) /\LZX— ^FZM= /\ISX— /\G8K 

Beweis zu Th. 1. Seien noch N, O, P die Punkte, in 
welchen die Tangente in A die Linien Cß, FI, GH durch- 
schneidet, und DY die Tangente in D bis an den Durch- 
messer BE, BT die in jB bis an den Durchmesser CA, 

Nun ist nach I. 44. 

1) /\GKS=/\CLS—/\CAN, und da /\CBT=/\CAN 
_ 2) ACIZ-ACAN^AFZM,^^^ ^^^^ ^^^^, 

3) /\GKS + /\CIZ ^ /\CLS + /\FZM, 
imd fügt man hierzu das Stück GSCZFH auf beiden Seiten 
zu, so erhält man 

FHKI = GHML. q. e. d. 

Subtrahirt man Zeile 3) von XSCZ=XSCZ, so erhält 
man /\XI8 — /\GKS = /\XLZ—/\FZM, welches die 
zweite Thesis ist. 

§.11. enthält dasselbe als §. 5. 

§. 12. Lehrsatz 12. Wenn in zwei Punkten je eines 
Gegenschnitts (die nicht Endpunkte eines Durchmessers sind) 
Tangenten und zwei Durchmesser, deren einer von einem 
Berührungspunkt, der andere von der Mitte der Berührungs- 
sehne ausgeht, und ferner von zwei Punkten derjenigen Hy- 
perbel, von welcher aus der eine Durchmesser gezogen ist, 
Parallelen mit der Tangente an dieser Hyperbel und mit 
der Berührungssehne gezogen werden, so sind zwei Vierecke, 
welche von drei dieser Linien und je einem der Durchmesser 
gebildet werden und deren jedes an einen der angenomme- 
nen Punkte anstösst, einander gleich. 

Seien A und B zwei Punkte zweier Gegenschnitte, ADng.nBin. 
und BD die Tangenten in ihnen, E die Mitte ihrer Verbin- 
dungslinie, seien ferner von zwei Punkten F, G des Gegen- 
schnitts A die Parallelen FL, GM mit der Tangente in A 
bis an den Durchmesser ED und die Parallelen FH, Gl mit 
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AB bis an den Durchmesser AC gezogen, welche AD be- 
ziehlich in N,0 schneiden. Ist nun K der Kreuzungspunkt 
von FL und Gl, so ist zu beweisen 

FHIK= GKLM. 

Sind X, Y die Punkte, in welchen FH, Gl den Durch- 
messer schneiden, so sollen aus den verschiedenen Fällen, wel- 
che der Sß.iz zulässt, für den Beweis hier folgende drei behan- 
delt werden: 1) JTund Fliegen zwischen £ und D, 2) X liegt 
zwischen E und Z>, Y jenseit D, 3) X liegt zwischen E und 
D, y jenseit E, aus welchen sich die andern Fälle, wenn- JIT 
und Y jenseit D oder jenseit E liegen, leicht herleiten lassen. 

Beweis für Fall 1. (Fig. 145.) Es ist nach TU. 5. 

1) /\GYM — /\OYD = /\AOI, 

2) /\FXL — /\NXD = /\ANH, w oraus durch Sub- 

traktion 
GKLM—FKYX+NOYX=NOIH, oder GKLM = FHIK. 

Für Fall 2. (Fig. 146.) 
Es ist, wie oben, nach III. 5. 

1) /\GYM -^ /\OYD =^ /\AOI, 

2) /\FXL — /\NXD = /\ANH, woraus durch Sub- 

traktion : 

GKLM— FKYX^ /\OYD +/\NXD= NOIH oder 

GKML = FKON+ NOIH= FHIJL 

Für Fall 3. (Fig. 147) kann zwar in ähnlicher Art als Fall 

(1) und (2) abgeleitet werden, kürzer aber folgendermassen : 

also GOBM — FNDL — '/\AIÖ — A ^*?^ 

d. i. GYM — DYO~ FXL + DXN oder GKLM— FXYK 

— NXYO = HNOI 

OKFN = OKFN addirt, giebt 

GKLM = FHIK. q. e. d. 
§ 13. Lehrsatz 13. Wenn in conjugirten Gegenschnit- 
ten zwei Tangenten an neben einander liegende Hyperbeln und 
die Durchmesser nach den Berührungspunkten gezogen wer- 
den, 30 ist ein Dreieck, dessen Ecken der Mittelpunkt, ein Be- 
rührungspunkt und der Durchschnittspunkt der in diesem ge- 
zogenen Tangente mit dem nach dem andern gezogenen Durch- 
messer sind; gleich dem andern ähnlich gebildeten Dreieck. 



103 

Seien A und B die Punkte der nebeneinander liegenden Fig. i48 und 

. . 149. 

Hyperbeln, D der Durchschnitt der Tangente in A mit dem 
Durchmesser von B^ E der der Tangente in B mit dem 
Durchmesser von Ay so wird behauptet, dass 

/\CAD = /\CBE. 

Man ziehe noch von A eine Parallele mit BE, welche 
CB in F schneidet. Es ist nun nach IL 20. und I. 38. 
CD : CB = CB: CF , aber CB : CF= CE: CA, also CD'CA = 
CB • CE. und da die Winkel bei C in den beiden Dreiecketi 
CAD und CBE entweder gleich oder supplementär sind, ist 
A CAD = A CBE. 

§ 14. Lehrsatz 14. Wird unter 'denselben Voraus- 
setzungen als im vorigen Lehrsatz auf einer der nebenein- 
ander liegenden Hyperbeln ein beliebiger Punkt angenom- 
men und von ihm bis an den an diese Hyperbel gehenden 
Durchmesser Parallelen mit den Tangenten gezogen, so ist das 
hierdurch entstandene Dreieck gleich demjenigen, das die mit 
der Tangente an derselben Hyperbel gezogene Parallele mit 
den beiden Durchmessern bildet vermindert um das ähnliche 
Dreieck über dem an dieselbe gehenden Halbmesser. 

Seien wie vorher in den Punkten A und B zweier be- Fig. i5o. 
nachbarter Hyperbeln Tangenten und Durchmesser gezogen, 
die sich wechselseitig in D, E treffen, werden femer von 
einem beliebigen Punkt F der Hyperbel B Parallelen FG, FH 
mit den Tangenten in A und B bis an den Durchmesser 
CB gezogen, von welchen FH den Durchmesser CA in / 
trifft, so wird behauptet. 

^ /\FGH= /\CHI— jT^CBE. 

Man ziehe noch von A an den Durchmesser CB die Parallele 
AK mit BE. Ist nun r und t das latus rectum und trans- 
versum für den Durchmesser CB an der Hyperbel jB, so ist: 

1) FH^:CH^ — CB^=r:t, 

aber nach IL 20. und einer leichten Folgerung aus L 38. 
auch: 

2) AK^- : CK^ + CB^ =r:i, also 

3) Fm :AK^ = cm — CB^ : CK^ -f CB^ oder 

4) /\FGH: ^ADK= /\CHI — /\CBE: /\CKA -\- 
^CBE und da nach vorigem Satz /\ CBE =:i /\ CAD , ist 
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/\ADK= A CS^ + A CB-E, also auch ^FGH= A CHI — 
/\,CPE. q. e. d. 

§, 15 a. Lehrsatz 15. Wenn conjugirte Gegenschnitte ge- 
geben sind und in zwei Punkten eines derselben Tangenten und 
Durchmesser, von einem Punkt einer der benachbarten Hyper- 
beln aber Parallelen mit den Tangenten bis an die Durchmesser 
gezogen werden, so ist das Dreieck, das diese Parallelen mit 
einem Durchmesser bilden, vermindert um das, welches die 
mit der Tangente im Endpunkt dieses Durchmessers gezogene 
Parallele mit beiden Durchmessern macht, gleich dem Dreieck, 
dessen Grundlinie eine Tangente (vom Berührungspunkte bis 
zum andern Durchmesser) und dessen Spitze der Mittelpunkt ist. 
Fig. 151. Seien in den Punkten A und B einer Hyperbel die 

Durchmesser ACy BC und die Tangenten AD, BE^ die sich in 
K kreuzen, ferner von einem beliebigen Punkt F die Paral- 
lelen FG, FH mit den Tangenten uiDj BE bis an den Durch- 
messer BC gezogen, FH aber treffe den andern Durchmesser 
AC in 7, so wird behauptet: 

/\FGH— ^CHI^ /^BEC. 

Man ziehe von A eine Parallele AX mit BE bis an den 
Durchmesser CB. 

Nun ist 

1) A Pf^H- A ^fiI>X= Fm : AX^ 

= CB'^ + CH'^ : CX2 — CB^ (siehe vorigen Beweis) 
= A CB£ + A CHI: A CAX— A CBE 
und da nach I. 43. , 

A ADX = A CXA — A CBE, so ist auch 
/\FGH— /\CBE + /\CHI. q. e. d, 

§. 15b. Wenn unter denselben Voraussetzungen von zwei 
beliebigen Punkten der benachbarten Hyperbel Parallelen mit 
den Tangenten gezogen werden, so sind zwei Vierecke, aus 
je drei dieser Parallelen und einem Durchmesser so gebildet, 
dass jedes an einen der angenommenen Punkte anstösst, ein- 
ander gleich. 
Fig. 151. Seien ausser den oben gezogenen Linien noch von einem 

zweiten Punkt K der Hyperbel F die Parallelen KL, KM an 
die Durchmesser BC, AC gezogen, deren letztere den Durch- 
messer BC in N schneidet, und sei O der Kreuzungspunkt 
von FH mit KLy so wird behauptet: FGLO = KMIO. 
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Es ist nach dem, was oben bewiesen: 

1) /\FGH—/\CHI =FGCI = /\BCE, 

2) /\KLN—/\ CNM=KLCM==:/^^BCE, 

also FGCT = KLCM, und wenn man LCIO auf beiden Seiten 
abzieht, bleibt FGLO = KMIO. q. e. d. 

§• 16. a. Lehrsatz 16. Wenn zwei Tangenten eines 
Kegelschnitts sich schneiden und von einem beliebigen Punkt 
des letzteren mit einer der Tangenten eine Parallele gezogen 
wird, welche sowohl den Kegelschnitt zum zweiten Male als 
die andere Tangente trifft, so verhält sich das Quadrat des 
hierdurch auf der Tangente vom Berührungspunkt an abge- 
schnittenen Stücks zum Rechteck der beiden Abschnitte auf 
der Parallelen, beide von der Tangente an gerechnet, wie das 
Quadrat der einen Tangente zum Quadrat der andern. 

Seien A und B zwei Punkte eines Kegelschnitts, deren ng. 152 und 
Tangenten sich in D schneiden, und von einem beliebigen 
Punkt E des Umfangs eine Parallele mit BD gezogen, die 
den Schnitt zum zweiten Mal in F und die Tangente AD in 
6 schneidet, so wird behauptet: 

AG^ '.GEGF= AD^ : BDK 

Seien H^M die Durchschnittspunkte von AD und GF 

mit dem Durchmesser BC, I und K die Durchschnitte von 

DB und GF mit dem Durchmesser AC und werde von E 

eine Parallele mit AD gezogen, die BC in L trifft. Nun ist: 

AG-^ :AD^=^AGK:/\ADI 

= /\ADI+ GMBD—MBIK:/\ADI 
= /\BDH-\- GMBD—/\ELM:/\BDH 

nach III. 1. und I. 43. 
=::^HGM — /\ELM:/\BDH 

= GE^GF:BD^ q. e. d. 
Der Beweis gilt an Fig. 152. und Fig. 153., und mit 
einziger Aenderung der Zeichen für alle übrigen Fälle, z. B. 

Fig. 154 

§.16b. Wenn bei einer Ellipse oder einem Kreise die nach 
den Berührungspunkten gezogenen Durchmesser den Tan- 
genten parallel sind, so findet das oben Behauptete gleichfalls 
Statt, und kann folgendermaassen bewiesen werden. 

ISs i^t in Fig. 155., in welcher ausser den im Satz er- 
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wähnten Linien nur noch die Ordinate EN an den Durch- 
messer AC gezogen und X der zweite Durchschnitt von AC 
mit dem Kegelschnitt ist; 

1) EN^ : AN' NX= BC^ : AC^, also 

2) AG^ : GM^ — ME^ == AD". BD^ oder endUch 

3) AG^ : GE'GF—AD : BD. q. e. d. 

§. 17 a. Lehrsatz 17. Wenn an einem Kegelschnitt 
zwei sich schneidende Tangenten gezogen sind und von zwei 
andern beliebigen Punkten desselben je eine Parallele mit 
einer Tangente gezogen wird, so dass diese Parallelen sich 
selbst und den Kegelschnitt noch in einem zweiten Punkt 
treffen, so verhält sich das Rechteck aus den auf einer dieser 
Linien gebildeten Abschnitten, vom Kreuzungspunkt der Pa- 
rallelen bis zum Kegelschnitt gerechnet, zu dem andern ähn- 
lich gebildeten Rechteck wie das Quadrat der der ersten 
Linie parallelen Tangente zum Quadrat der andern. 
Fig. 156 und Scicu in dcu Punkten A und B eines Kegelschnitts Tan- 

genten gezogen, die sich in D treffen, und von zwei andern 
Punkten desselben, E und F, von E eine Parallele mit jBZ), 
von F mit AD, welche Parallelen den Kegelschnitt beziehlich 
in G und H, sich selbst in X schneiden, so wird behauptet: 

EXXG:FXXH=BD^:ADK 

Construction. Man ziehe die Durchmesser AC, BC^ 
welche den Tangenten BD, AD in den Punkten S und Q 
begegnen, ferner von E eine Parallele mit AD, welche BC in 
O, und von F eine Parallele mit BD, welche AC in B trifft, 
nenne die Punkte, in welchen EG die Durchmesser AC, BC 
schneidet, K und L, und die, in welchen FH dieselben 
trifft, /, P. 

Beweis. Nun ist: 

1) EL^:XL^ = /\ELO:/\XLP, aho 

2) EL'^ — XL^ : ^ELO ^ /\XLP—EL^ :/\ELO 

= BD^:/\BDQ, 
ferner auf gleiche Weise: 

3) FI^ : XI^ = /\FIR: /SXIK, also 

4) FI^—XI^ i/\FIR — ^XIK=FI'':/\FIR 

=iAD^ :/\^ADS. 
J)fün\m/\EL0--/\XLF^EXPO}xnd/\FIR—/\XIK 
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r=FXKR, und nach III. 3. EXPO=FXKR und nach III, 1. 
AäZ)Q = A -^S» "öd da ££2 — XL^ = EX- XG und FI' 
— XI'^ = FX- XH, folgt aus Vergleichung von (2.) und (4.) : 

EX- XG : FX' XH— BD' : AD', q. e, d. 

§. 17 b. Wenn bei einer Ellipse oder einem Kreise die 
beiden Tangenten so gezogen sind, dass die Durchmesser na«h 
den Berührungspunkten ihnen parallel sind, so findet das oben 
Behauptete gleichfalls Statt und kann folgendermaassen be- 
wiesen werden. 

Es ist, wenn die Linien, wie oben gezogen und benannt 
sind, in Fig. 158.: 

1) EL' : BC —IX'=AC: BO, 

2) FI' : CA' — XL' = JßC : AC, also 

3) EL' : BC - IT* = CA' — XL' : FI' = AC : BC, 
also auch 

4) CA'+EL'— XL': CB'-[- FI'— XI' = AC':BC oder 

5) CA' + EXXG : CB' + FX- XH~ AC .BC, woraus 
man leicht erhält: EX-XG.FXXH^AC.BC^zBD'-.AD', 

Anm. Hieraus ergiebt sich leicht, dass, wenn von einem Punkt zwei 
Linien durch einen Kegelschnitt gezogen werden, das Verhältniss des Recht- 
ecks aus den Abschnitten der einen 'zu dem aus den Abschnitten der andern 
gleich demselben Verhältniss für zwei von einem beliebigen andern Punkte 
parallel den ersten gezogene Linien ist. 

§. 18. Lehrsatz 18. Wenn an zwei Gegenschnltte 
zwei sich schneidende Tangenten und von einem beliebigen 
Punkt eines der beiden Gegenschnitte eine Parallele mit 
einer Taugente gezogen werden, bis letztere sowohl die 
andere Tangente als die Gegenschnitte zum zweiten Male 
schneidet, so ist das Quadrat des hierdurch auf der Tangente 
abgeschnittenen Stücks zum Eecfateck aus den Abschnitten 
auf der Parallelen (beide von der Tangente an gerechnet) 
wie das Quadrat der einen Tangente zu dem der andern. 

Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte Fig. 159. 
Tangenten gezogen, die sich in D kreuzen, und von einem 
andern beliebigen Punkte E eine Parallele mit jBJD, welche 
die Gegenschnitte zum zweiten Mal in P und die Tangente 
AD in G trifft, so wird behauptet (wie in § 16): 

AQ^ : GE . GF— AD^ : BD^. 

Man ziehe noch in A und jB die Durchmesser, deren 
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ersterer BD in /, GE in K und deren letzterer AD in H, 
GE in M schneidet, endlich von E an den Durchmesser BUf 
die Linie EL parallel AD. Nun ist: 

MG^ : MB2 = /S^ MGHi/\MEL, also 
J1G2 — ME2 : LEGH= MG^ : A MGH= BD^ : /\ SDi?, 

und da nach IH. 6. LEGH == ^ JjBTG und nach HL 1. 
/\BDH =/\ADI, so ist MG^ ~ ME'' : /\ AKG = BD'^ 
: /\ -42)7, oder wenn die inneren Glieder vertauscht werden 
und statt /\, AKG : /\ ADI gesetzt wird AG^ : AD^ , sowie 
statt MG^ — ME^ GE* GF: 

GE' GF.BD^ = AG^ : AD^ 

oder AG^:GE'GF=zAD^:BD^. q. e. d. 

Ein anderer Beweis fiir den Fall, in welchem die Punkte 
A und B nicht auf derselben Hyperbel liegen, ist folgender. 
Fig. 160. Sei die Bezeichnung vor der Construction des Beweises 

wie oben und werden von den Punkten ß, wo der von B 
gezogene Durchmesser den Gegenschnitt trifft, und von A 
die Parallelen ßd und AO an die Linien AD und Bß ge- 
zogen. 

Nun ist: 

A^:m=^Oß:ßH=OB:HB = AD:DH, also 
A^:AD — dH: DH und da ^H: DH= dß : DB, auch Ad : AD 
= 6ß:DB oder Ad:dß = AD: BD] da aber nach §. 16. 

AG^ :GE'GF= Ad^ : t^ßS ist nun auch 
AG^ :GE ' GF= AD^ :BD^. q. e. d. 

§. 19. Lehrsatz 19. Wenn an zwei Gegenschnitte 
zwei sich schneidende Tangenten und mit diesen zwei Paral- 
lelen gezogen werden, deren jede die Schnitte in zwei Punk- 
ten trifft, so verhält sich das Rechteck aus den Abschnitten 
auf der einen Parallelen, von dem Scheidungspunkt der Pa- 
rallelen bis zu den beiden Punkten auf dem Kegelschnitt 
gerechnet, zu dem ähnlich gebildeten Rechteck auf der an- 
dern Parallelen wie das Quadrat der einen Tangente zu dem 
Quadrat (ier andern. 
Flg. 161. • Seien in den Punkten A und B die sich in D kreuzen- 
den Tangenten an zwei Gegenschnitten und von zwei andern 
Punkten E und F, von ersterem eine Parallele mit BD, von 
letzterem mit AD gezogen, welche Parallelen die Gegen- 
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schnitte noch in den Punkten G und H und sich gegenseitig 
in X treffen, so wird behauptet, wie in §. 17.: 

XE'XG:XF'XH= BD^ : AD'-. 

Man ziehe noch von A und B die Durchmesser, deren 
ersterer XF in /, BD in S, XE in K, deren letzterer XE in 
X, -42) in Q, -X/ in P trifft, und von £ an J5Q die Linie EO 
parallel ADy sowie von F an AK die Linie FR parallel BD* 

Nun ist: 

1) IX^ i/\^IXK^IF^ i^IFR =AD'^:/\ADS, 

2 ) LX^ :/\LXP= LE^ :/\LEO= BD^ :/\BDQ, 

3) ix^ ^IF2 . XKRF= AD^ :/\ADS und ^ ®^ 

4) LX^ — LE^ : XPOE = BD^ : /\ BDQ, weil aber nach 
m. 7. XPOE=XKRF und nach III. 5. /\BDQ = /\ADS 
ist 5. XF'XH:XEXG = AD^:BD^. q. e. d. 

Fällt wie in Fig. 162. der Punkt X nicht ausserhalb, 
sondern innerhalb des Winkelraums BDA, so ?iehe man die 
Durchmesser Au, Bß, ziehe in a und ß die Tangenten, welche 
sich in d schneiden, nenne S und g die Punkte, in welchen 
BD, ßd die Linie Aa, und T und r diejenigen, in welchen 
AD und ad die Linie Bß durchschneiden, so ist ^ BSC con- 
gruent /\ ß$C, /\ -^TC cougruent /\ arC, /\ ASD congruent 
A*5^^ /\^TD congruent /^ßrö', weshalb AD = a& und 
BD = ßd, und da der Punkt X ausserhalb des Winkelraums 
a6ß liegen muss, wenn die von ihm mit den Tangenten ge- 
zogenen Parallelen die Gegenschnitte treffen sollen, ist hier- 
durch dieser Fall auf den vorigen zuuückgeführt. 

Fällt endlich der Punkt X, wie in Fig. 163., innerhalb 
einer Hyperbel, so sei wieder Act der von A gezogene Durch- 
messer, ad die Tangente in a, dann ist im zweiten Beweis 
von §. 18. gezeigt, dass 

ad:Bd = AD:BD und in §. 17a. 

XE'XG:XF'XH=:^Bd^:ad^, also auch =BD^:AD^. 

Anm. Hieraus ergiebt sich leicht die Folgerung: Zieht man von einem 
beliebigen Punkt zwei Gerade, welche zwei Gegenschnitte in je zwei Punkten 
schneiden, so ist das Verhältniss des Rechtecks aus den Abschnitten der einen 
zu dem aas den Abschnitten der andern gleich demselben Verhältniss für zwei 
von einem beliebigen andern Punkt mit den ersten Geraden gezogene Pa- 
rallelen. 

§. 20. lichr^atz 20. Wenn an zwei Gegenschnitte 
' zwei sich schneidende Tangenten und durch ihren Schnei- 
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dungspunkt sowohl als durch irgend einen andern Fmikt 
der Gegenschnitte Parallelen mit der Berüirungssenne gezo- 
gen werden, so verhält sich das Quadrat des durch die letzte 
Parallele auf einer Tangente abgeschnittenen Stücks zu dem 
Rechteck aus den Abschnitten auf der Parallele selbst von 
der Tangente bis zu den Gegenschnitten gerechnet, wie das 
Quadrat dieser Tangente vom Berührungspunkt bis zum 
Kreuzungspunkt der Tangenten, zu dem Quadrat der halben 
durch diesen Kreuzungspunkt gezogenen Parallelen. 
Flg. 164. Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte 

Tangenten gezogen, die sich in D kreuzen, und durch J) so- 
wohl als durch einen beliebigen Punkt F eines Gegenschnitts 
die Parallelen DE, FGH mit der Berührungssehne AB ge- 
zogen, so wird behauptet: 

^G2 :FG'GH=AD^:ED'\ 

Man ziehe den Durchmesser AC, welcher FG in K, ED 

' in X/, und DC, welcher FG in / schneidet, ferner durch F 

uniE an CD die Linien FM, EN parallel mit^D. Nun ist: 

AG^ : AD^ = /\AGK : /\ ADL, aber nach m. 5. 
/\AGK= /\IFM— /\IGD und /\ ADL =: /\ EDN nnd 
/\ IFM—/\IGD :/\EDN = IF' —IG^ :ED^ =^ FG-GH 
:ED^, ist also AG^ :AD^ = FG - GHiED^. q. e. d. 

§• 21. Lehrsatz 21. Werden an zwei Gegenschnitte 
zwei sich schneidende Tangenten und die Berührungssehne, 
von einem beliebigen Punkt eines Schnittes aber eine Parallele 
mit einer Tangente und von einem andern eine Parallele 
mit der Berührungssehne gezogen, welche Parallelen sowohl 
sich selbst als die Gegenschnitte schneiden, so verhält sich 
das Rechteck aus den Abschnitten der ersten Parallelen zu dem 
aus den Abschnitten der zweiten (vom Kreuzungspunkt der Pa- 
rallelen bis an die Gegenschnitte gerechnet), wie das Quadrat 
der Tangente bis zum Berührungspunkt zum Quadrat der hal- 
ben durch den Kreuzungspunkt der Tangenten bis an die Ge- 
genschnitte gezogenen Parallelen mit der Berührungssehne. 
Fig. 165. Seien in den Punkten A und B Tangenten gezogen, die 

sich inZ) kreuzen, von dem Punkte F eines der Schnitte* eine 
Parallele mit AD, welche dem Schnitt zum zweiten Mal in H, 
den Durchmessern CA, CD in K und P begegnet, und von 
einem andern Punkt G des Schnitts eine Parallele mit AB^ 
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welche dem zweiten Schnitt in /, der von F gezogenen Pa- 
rallelen in X und den Durchmessern CA, CD in M,0 begeg^ 
net; werde femer durch D eine Parallele mit AB gezogen; die 
den einen Schnitt in E trifft;^ so wird behauptet: 

-XF. XH: XGrXI= AD^ : ED< 

Man ziehe noch durch F eine Parallele mit AB, die AC 
in Ly durch G und E Parallelen mit AlD, die CD in Q und 
R treffen^ und nenne N den Durchschnitt von ED mit AC. 

Nun ist: 

1) XK^ : KF^ =/\XKM:/\FKL, 

2) 00^ : 0Jf2 = /\ OGQ : A ÖXP, also 

3) XK^ —KF^ : FLMX=XK^- :/\^XKM=AD^ :/\ADN, 

4) OG^ — OX'':GXFQ = OG^:/\OGQ=ED^:/\EDR 
und da nach IIL 12. FLMX= GXPQ und nach III. 5. /s^ ^2>i\r 
= /\EDR, erhält man 5, XK^ — iGF^ : OG^ — OX^ = AD^ : 
ED2 oder XF- XH: XG - XI =: ADh EDK q. e. d. 

§. 22. Lehrsatz 22« Wenn an zwei Gegenschnitte ein 
Querdurchmesser, und eine beliebige Parallele damit , so 
wie eine andere mit der zugehörigen Ordinatenrichtung 
gezogen werden, welche Parallelen sowohl sich selbst als 
die Gegenschnitte treffen, so verhält sich das Rechteck aus 
den Abschnitten auf der ersten zu dem Bechteck auf den 
Abschnitten der letzteren wie das latus transversum zum la- 
tus rectum. 

Sei AB ein Querdurchmesser zweier Gegenschnitte und Fig. lee. 
werde damit eine Parallele gezogen, die die Schnitte in, Fund 
G, so wie eine andere mit der zugehörigen Ordinatenrichtmag, 
die die erste Parallele in H, die Gegenschnitte in D,E trifft, 
so wird behauptet: 

HF'HGtHD'IIE = t:T, 

Sei / der. Durchschnitt von DE mit AB und werde noch 
von F die Ordinate FK gezogen, so ist 

1) DI^ :IC^ —AC^ =FK^ :KC^ —AC^ =rit, 
also 2) DI^—FK^:IC^—KC^^r:t, 

aber ' DD —FK^- = HD - HE und IC^ — KC^ = HF - HG, 
also HD 'HE: HF' HG = r:t q. e. d. 

§. 23. Lehrsatz 23. Wenn conjugirte Schnitte und an 
zwei gegenüberliegenden derselben zwei Tangenten gegeben 
sind, welche sich innerhalb eines der benachbarten Schnitte 
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treffen, und wehn zwei Parallelen mit diesen Tangenten ge- 
zogen werden; solche sowohl sich selbst als diese benachbar- 
ten Schnitte treffen, so verhalten sich die Bechtecke aus den 
Abschnitten auf diesen Parallelen wie die Quadrate der 
Tangenten. 
Fig. 167. Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte 
Tangenten gezogen, die sich innerhalb eines der benachbar- 
ten conjugirten Schnitte in D kreuzen und mit diesen Tan- 
genten zwei Parallelen, die sich gegenseitig in X und die 
den Hyperbeln A und jB conjugirten Schnitte in £, F, G, H 
treffen, so wird behauptet: 

XE'XF'.XG' XH= AD^ : BD^. 
Man ziehe die Durchmesser AC, BC, welche der Gera- 
den EF in L,Kf der Geraden GH m M,I begegnen, ziehe 
von E eine Parallele mit BD, die AC in P und von G eine Pa- 
ralle mit AD, die BC in N trifft; ist nun noch R der Durch- 
schnitt von AD und BC, Q der von BD und AC, so ist 

1) EL^:/\ELP=XL^:^XLM = AD^:/\ADQ, 

2) GI^:/\GIN=IX^:/\IXK =:BD^:/\BDR, 
also auch 

3) EL^ — XL^:XEPM = AD^:^ADQimd 

4) G/2 _ Z/2 . GXKN:^ BD^ : /\ BDR, 

und da nach HI. 15 b. XEPM = GXKN und nach m. 4. 
/\ ADQ = /\ BDR, so folgt : ' 

5) EL^ — XL^ : GP ^ XI^ = AD^ : BD'^ oder 

6) XE'XFiXG' XH=AD^:DB^, q. e. d. 

' §♦ 24. Lehrsatz 24. Wenn in conjugirten Gegenschnit- 
ten zwei conjugirte Durchmesser und zwei Parallelen mit diesen 
gezogen werden, die sich in dem Raum zwischen den Schnit- 
. ten begegnen, so ist das Rechteck aus den Abschnitten der 
ersten Parallelen vermehrt um ein anderes, 'zu welchem sich das 
Rechteck aus den Abschnitten der andern Parallelen ebenso 
verhält wie das Quadrat des zweiten Durchmessers zu dem 
des ersten, gleich dem halben Quadrat dieses ersten Durch- 
messers. 
Fig. 168. Seien AB, DE conjugirte Durchmesser an zwei Paaren 

conjugirter Gegenschnitte und eine Parallele mit AB, die die 
Gegenschnitte A und 5 in G und H trifft, -sowier eine an- 
dere mit DE, die die Gegenschnitte D und JB in / und K 
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trifil, gezogen, ist nun F der Durchschnittspunkt dieser Pa- 
rallelen, so wird behauptet: 

Sei L der Durchschnitt von AB und IK, M der von DE 
und GH, so ist 

1) GM^ — CA^ i LF^ = CA^ iCD^, 

2) MF^ : X/2 — CD^ = CA^ : CD^, also 

3) Güfa — CA^ :LF^ = MF^ -.LI^ — CD"^ = t'^* : CD^ und 

4) GM2 — MF^ — CA'':LF^—LP-\- CD^ = CA"^ : CD^, 
voraus componendo leicht folgt: 

b) HF'FG: 2CD» —KF.FI=CA^: CD'', also 

6) HFFG = 2CA^— ^-KF-FI. q. e. d. 

Oder von, Zeile 2. an etwas kürzer: , 

3) GM^ : £2" + CD'^ — MF» + 2CA» : LI» + CD» 

= CA»: CD» und 

4) MF» — GM» + 2CA» : LI» —LF» = CA» : CD» oder 

5) 2C^2 _ GF'FH=IF-FK-^. q. e. d, 

Anm. Dieser Beweis gilt ohne Aenderang auch für die Falle, in wel* 
chen der Schneidangspupkt der Parallelen innerhalb der einen oder der andern 
Hyperbel liegt, wobei nur zu merken ist, dass jedes der Rechtecke OF*FJE[ 
oder KF • FI sein Zeichen wechselt , sobald der Punkt F die Hyperbel über- 
schreitet, durch deren Durchschnittspunkte es gebildet ist. Diese Fälle behan- 
delt ApoUonius besonders im 25. und 26 Lehrsatz, die ich wegen des gerin- 
gen Unterschiedes mit dem 24. nicht besonders beweise* Liegt der Schnei- 
dangspunkt in einer Hyperbel selbst, so reducirt sich die Behauptung auf die 
des Lehrsatzes 22. im 2. Buche. Um jedoch auch den Gang des Apolloni- 
schen Beweises anzugeben, folgt derselbe hier für den Fall, dass der Schnei- 
dungspunkt der Parallelen innerhalb des Asymptotenwinkels liegt. 

Seien in der vorigen Figur noch die Asymptoten ge- pig. les. 
zogen, welche die in A gezogene Tangentö in N und 0, die 
Parallele GH in den Punkten P und Q und die Parallele IK 
in R und S treffen. Nun ist, weil CD = AN und /\ CAN 
cs> /;;s^PFR, so wie /\ CAO cv) /\ QFS 

1) CA :AN =PF:FR und 

2) CA :A0 =QF:FS, also 

3) CA^;CD^=FP.FQ:FR.FS. 
Es Ist aber: 

Apoüonias, Kegelschaitte . 8 
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= GP'GQ — FG^FH 

und nach H. 10 = CÄ^ — FG • FH. 

Ferner auf ähnliche Art: 

FRF8 = LR^—LF^=LI^ — LF^—LI^ + LA« 

= FI'FK—IR'I8 
und nach H. 10, = FI-FK— CD\ 

Setzt man djese Werthe oben in 3. ein, so erhält man 

4) CA\ : CD^ = CA^ — FG • FH: FI-FK— CD^ oder 
2CA^ — FG ' FH: FI ^ FK= CA^ : CD^. q. e. d. 

§. 27. Lehrsatz 27. Wenil in einer Ellipse oder einem 
Kreis conjugirte Durchmesser und mit diesen je eine Paral- 
lele gezogen werden, welche sich selbst und den Kegelschnitt 
schneiden, so ist die Summe der Quadrate der Stücke auf der Pa- 
rallelen mit dem ersten Durchmesser, vom gegenseitigen Durch- 
schnitt bis zum Kegelschnitt gerechnet, vermehrt um die Summe 
zweier Eechtecke über den Stücken der andern Parallelen, 
welche ähnlich und ähnlich gelegen sind mit dem Bechteck 
aus dem zweiten Durchmesser und seinem zugehörigen latus 
rectum, gleich dem Quadrat des ersten Durchmessers. 
Fig. 169. Seien AB, DE conjugirte Durchmesser einer Ellipse, GH, 
/Ä Parallelen damit, die sich in F kreuzen, r das zum zwei- 
ten Durchmesser DE gehörige latus rectum, so wird be- 
hauptet: 

FG2 + Fm -^FI^. ^+ FK^ . ^ = AB\ 

Beweis. Sei noch L der Durchschnitt von ZST und .^, 
M der von GH und DE, so ist: 

1) FG2 + Fm={MG—MF)^+{MG'\-MI)^ = 2MG^ 

+ 2MF^=2DM>ME'^ + 2CL^. 
Es ist aber 

'-^) weil kt, = ^^7yi ist, und femer, ^eil IL^ = CA^ • — 

D£' DE Du* 7 7 ^ 

DE 

— CL^ > — , erhält man leicht 
3) Ci2= C4* —IL .^. 



^ 
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Setzt man (2) und (3) In (1) «in, so hat man 

4) FG» +FIP = 2C^ —2FL* •■^+2CA*-2IL'-^ 

und da endlich 

2Ä« + 2FL» =2(^^^^' + 2(^^^=i^'=J2P+FP 

ist; SO erhält man 

5) FG^ + FH^ = AB^ — FK^ .^— FP > ^^ q. e. d. 

§• 28. Lehrsatz 28. Wenn in cpnjugirt^i Gegenschnit- 
ten conjugirte Durchmesser und mit diesen je eine Parallele 
gesEOgen werden, so verhält sich die Summe der Quadrate 
der Abschnitte auf einer dieser Parallelen, von ihrem gegen- 
seitigen Kreuzungspunkt bis an das eine Paar Gegenschnitte 
gerechnet; zu dar Summe der Quadrate der Stücke auf der 
andern bis zu den andern Gegenschnitten gerechnet, wie das 
Quadrat des zur ersten Parallele gehörigen Durchmessers zu 
dem Quadrat des zur zweiten gehörigen. 

Seien AB, DE conjugirte Durctonesser zweier conjugir- Fig. 170. 
ter Gegenschnitte; GH, IK Parallelen damit, die sich in F 
kreuzen; so wird behauptet: 

FD + FK^ iFG^ + FSP — DE^ :AB^. 

Man ziehe noch von G die Ordinate GN an den Durch- 
messer ABf und von / die Ordinate 10 an DJB, und nenne 
L den Schneidungspunkt von IK und AB, M den von GH und 
DJ?; SO ist 

1) GN^ :€m — CA^ == CD^ : CA^, 

2) CO^ — CD^ : 10^ = CD^ : CA^, also 

3) X}]>P + CO^^CD^:€N^ —CA^-^-IO^^CD^iCA^ 
oder auch 

4) GN^ + CO^ : CN^ + JO^ = CD^ : CA^, aber 

GN^ + CO^ = FL^ -f L/2 = 4. (F/a + FK^) nach dem, was 
im vorigen 3»tz bewiesen ; und ebenso CiV* + -^O^ = ^^^ 
-I- MF^ = i (FG^ + FBP), welches in (4) eingesetzt, ergiebt: 
FI^ +FK^:FG^ +Fm=€D^:CA^. q. e. d. 
§. 29. Lehrsatz 29. Unter denselben Voraussetzungen 
als im vorigen Lehrsart;^ verhält sich die Summe der Qua- 
drate der Stücke auf einer Parallelen, vom Ereuzungspunkt 

8* 
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derselben biß zu den Asymptoten gerechnet, vermehrt um 
das halbe Quadrat des parallelen Durchmessers zu der Summe 
der Quadrate der Stücke auf der andern Parallelen, von ihrem 
Kreuzungspunkt bis zu den Gegenschnitten gerechnet, wie 
das Quadrat des einen Durchmessers zu dem des andern. 
Fig. 170. Seien P und Q die Durchschnittspunkte der Parallelen 

IK mit den Asymptoten, so wird behauptet, dass FP^ + ^Q^ 
+ \DE^ : FG^ + Fm = DE^ : AB^ ist. 

Beweis. Vergleicht man diese Behauptung mit der des 
vorigen Lehrsatzes, so zeigt sich, dass man beweisen muss: 
F/2 + FK^ =FP^ + FQ^ + iDE^ , oder 
FP +FIP ^FP^~ FQ'^ = iDEK 
Es sei nun zuerst F zwischen Q und P gelegen, so hat man 
FP—FP^ + FK'^ —FQ^ = /P. (FI+FP) + KQ{FK+FQ) 
oder da nach 11. 8. KQ = IP ist: 
FI2 ^FP^ +FK^—FQ^^IP' {Fl J^FP + FK+ FQ) 
= IP^{IK+ PQ) = /P.(2PQ + 2/P) = 2IP' IQ 

= 2CD2 (nach IL 16.) 
= iDE^. 
Ein ähnlicher Beweis findet Statt, wenn F zwischen P 
und / liegt. 

§. 30. Lehrsatz 30. Wenn von einem Punkt innere 
halb des Asymptotenwinkela einer Hyperbel an dieselbe zwei 
Tangenten und eine Parallele mit einer Asymptote gezogen 
werden, so wird das Stück der letzteren zwischen dem Aus- 
gangspunkt und der Berührungssehne der Tangenten von der 
Hyperbel halbirt. 
Fig. 171. Sei D ein Punkt innerhalb des Asymptotenwinkels einer 

Hyperbel, DA, DB die Tangenten an dieser, DF eine Paral- 
lele mit der einen Asymptote, welche die Hyperbel in JB, die 
Berührungssehne in F trifft, so wird behauptet: 

DE = EF. 
Man ziehe vom Mittelpunkt C durch D einen Durch- 
messer, der die Hyperbel in /, AB in G trifft, von E an 
diesen Durchmesser die Ordinate EH und in J die Tangente, 
die eine Asymptote in K trifft. Nun ist: 

1) EIT' : HD^ = ÄJ2 : CP 
wegen Aehnlichkeit der Dreiecke EHD und KIC, 

2) EH^iHC^ — C72 =Ä/2 : CI\ 
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weil KI gleich dem halben zweiten Durchmesser der Hyper- 
bel nach IL 3. Hieraus folgt aber: 
HD^ = J5rC2 — C/2 , und weil CB = CD>CG nach I. 37., 

CD'CG=z HC^ — HD^ = CD • {HC^ HD), woraus 
CG = HC 4- HD, und wenn man auf beiden Seiten CD ab- 
aieht: 

DG = 2 HD, weshalb DH = HG und DE = EF. q. e. d. 

§. 31. Lehrsatz 31* Wenn von einem Punkt ausser* 
halb des Asymptoten winkeis an zwei Gegenschnitte je eine 
Tangente und mit einer Asymptote eine Parallele gezogen 
werden, so wird das Stück dieser letzteren vom Ausgangs- 
punkt bis zur verlängerten Berührungssehne von der einen 
Hyperbel halbirt. 

Seien von einem Punkt D ausserhalb des Asymptoten- Fig. 172. 
winkeis zweier Gegenschnitte an diese die Tangenten DA, ' 
DB und mit der einen Asymptote eine Parallele gezogen, 
welche die Berührungssehne in F und den Gegenschnitt A 
in E trifft, so wird behauptet: 

DE = EF. 

Beweis. Man ziehe noch den Durchmesser DC, welcher 
AB in G trifft, femer von E an CD die Ordinate EH, so 
wie von C den mit AB parallelen Halbmesser CI und in / 
die Tangente IK bis zu der Asymptote, mit welcher die Pa- 
rallele I)F gezogen ist. 

Nun ist: 

1) Em : HD^ = C72 : IK^ 
wegen Aehnlichkeit der Dreiecke EHD, CIK, 

2) Em : cm + IK^ = (7/2 : IK^ 

nach I. 38., H. 3« und einer leichten Folgerung daraus. 

Also ÄD2 = cm + IK^, und da nach I. 38. auch im 
= CG'CD, CG'CD=HD^'- CH^ = CD{HD—CH), also 
CG = HD — CH, oder wenn man CH auf beiden Seiten addirt, 
GH=HD, also auch FE = ED. q. e. d. 

§. 32. Lehrsatz 32. Wenn von einem Punkt inner- 
halb des Asymptotenwinkels einer Hyperbel Tangenten an 
diese und eine Parallele mit der so entstandenen Berührungs- 
sehne, von der Mitte dieser letzteren aber eine Parallele mit 
einer Asymptote gezogen werden, so wird das Stück dieser 
Parallelen zwischen ihrem Ausgangspunkt und der vom Aus- 
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gangspunkt der Tangenten gezogenen Parallelen von der 
Hyperbel halbirt. • 

Fig. 178. Seien von einem Punkt D innerhalb des Asymptoten- 
winkeis einer Hyperbel an diese zwei Taugekiten DA^ DB, 
die Berührungssehne AB und von ihrer Mitte G eine Paral*- 
lele mit einer Asjnnptote gezogen ; welche die von 2) mit 
AB gezogene Parallele in F, ttie Hyperbel in E trifft; so 
wird behauptet: 

GE =s EF. 
Beweis. Man ziehe den Durchmesser CDG, von E 
daran die Ordinate EH, femer im Scheitel / die Tangente, 
bis sie die mit 6F parallele Asymptote in K trifft 
^ Nun ist: 

1) Em:HG^t=IK^:CI^ 
wegen Aehnlichkeit der Dreiecke EHG und CIK^ 

2) Em : CH^ — CP g= IK^ : CP , woraus 

HG^ = CIP — CP, und da CP = CD • CG, 
CD • CG=CIP—HG^ = CG'{CH— HG) 
oder CD = CH—HG, d. h, HG = CH^ CD=DH, 
mithin auch GE rsx EF^ q. e. d. 

§. 33. Lehrsatz 33. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb des Asymptotenwinkels zweier Gegenschnitte an diese 
je eine Tangente ^ und mit der so entstandenen Berührunga- 
sehne eine Parallele, von der Mitte der Berührungssehne aber 
eine Parallele mit einer Asymptote gezogen werden, so wird 
das Stück dieser Parallele von der Berührungssehne bis zu 
der vom Ausgangspunkt der Tangenten damit gezogenen Pa- 
rallelen durch die Hyperbel halbirt. 
Fig. 174. Seien von einem Punkt ausserhalb des Asymptotenwin- 
kels zweier Gegenschnitte an diese die Tangenten DA, DB, 
und von der Mitte G der Berührungssehne eine Parallele 
mit einer Asymptote gezogen, welche die Hyperbel in JS> 
eine von D mit AB gezogene Parallele aber in F trifft, so 
wird behauptet: 

GE=EF. 
Man ziehe noch den Durchmesser GCD, von E daran 
die Ordinate EH, femer von C den mit BA parallelen Halb- 
messer CI und im Scheitel / die Tangente, bis sie die mit 
-GF parallele Asymptote in K trifft, so ist: 
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1) EH^ : HG^ =^ Cl^ : IK^ 
iregen Aehnliehkeit der Dreiecke JSffG^ CIKy 

2) EH^iHC^ + IK^^Cn.IK^ 

ans L 38.^ II. 8. und einer leichten Folgerung daraus. 

Also HG^ = HC^ + IK^y aber IK^ ^ CG • CD nach 
L 38., mithin CO ^ CD = HG^ —HC^ = CG^ (HG + HC), 

oder CD = HG'\- HC, also HD = HG, 
weshalb auch GE == EF. q. e. d. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel an diese eine Tangente und eine 
Parallele mit der andern Asymptote gezogen werden, 90 wird 
das Stück dieser Parallelen von ihrem Ausgangspunkt bis 
zu einer durch den Berührungspunkt der Tangente mit der 
ersten Asymptote gezogenen Parallelen durch die Hyperbel 
halbirt 

Seien von einem Punkt D in einer Asymptote einer Hy- Fig. 175. 
perbel an dißse eine Tangente DA und eine Parallele mit 
der andern Asymptote gezogen, welche die Hyperbel in E 
und eine vom Berührungspunkt A mit der Asypiptote CD 
gezogene Parallele in F trifft, so wird behauptet: 

DE = W' 

Sei B der Punkt | in dem DA die zweite Asymptote 
trifft, und poch von A an CD eine Parallele AH mit BC ge- 
zogen, so ist nach H. 12. : ' 
Cff'HA — CD'DE, da aber nach H. 3. DA=:AB, also 
weh DH=^ HC oder CH = iDC, muss auch HA = 2 DE oder, 
was dasselbe ist, DE = EF sein. q. e. d. 

Anderer Beweis. JJan ziehe EA, welche verlängert 
die Asymptote CB in K, CD in /trifft, so ist, weil DA-^AB, 
auch EA = AKy aber AK= IE (H. 8.), folglich auch IE=EA 
und daher DE = EF. q. e. d. 

§. 35. Lehrsatz 35. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel eipe Tangentß an diese und eine 
beliebige andere Linie, die die Hyperbel in zwei Punkten 
trifft, durch den Berührungspunkt der Hyperbel aber eine 
Parallele mit dieser Asymptote gezogen werden, so verhält 
sich auf der beliebig gezogenen Geraden das Ganze zum 
äusseren Stück wie die beiden Stücke innerhalb der Hyperbel, 
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rig. 176. Seien von einem Punkt D In einer Asymptote einer 

^ Hyperbel eine Tangente DA und eine beliebige Linie gezo- 
gen, die die Hyperbel In E, F trifft, durch den Berüh- 
rungspunkt aber eine Parallele mit CD^ die EF in G sahnei- 
det; so wird behauptet: 

DE:DF—GE:GF. 
Beweis. Man ziehe von E, Ä, F Parallelen mit den 
Asymptoten CDy CB, welche diese beziehlich in den Punkten 
/ und K, L und M, N und O treffen , nenne H den Punkt, 
in welchem DF die zweite Asymptote trifft. 
Nun ist nach H. 12. 

1) CI'IE=CL'LA = CN.NF, 
mithin 

2) CI:CL = LA:IE, 

3) CL : CAr= NF : LA, also 

4) IL: CL = IE -^ LAilE nni 

5) LN:CL = LA—NF:NF, da aber DA 
= AB nach H. 3. ist auch DM = MC, und da DE = FH nach 
n. 8,, ist auch DK= CO, mithin KM= MO oder IE -- LA 
= LA — NF, folglich ergiebt sich aus Verglelchung von (4) 
und (5) 

6) IL:LN=NF:IE 

= CI :CN nach (1), 
aber IL : LN=^ GEiGF und CI:CN=DE:DF, 
also GE:GF=DE: DF. q. e. d. 
Fig. 177. Anderer Beweis. Man ziehe EA, welche CB in O, 
CD in P trifft, und vonJ5 eine Parallele mitDF, die PO in Q trifft. 
Nun ist 

1) BQ:EH= OQ : OB, oder weil wegen 
Gleichheit von AB und AD auch AQ = AE und BQ = DE, 
EH ferner gleich DF und AO = EP ist: 

2) DE:DF=PE — AE:PA, Mni Ab. 

PE :AE = DE: GE, auch 

3) DE:DF = DE—GE:DG, woraus durch 
Subtraction der correspondirenden Glieder: 

4) GE:GF = DE:DF. q. e. d. 

§, 36. Lehrsatz 36. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote zweier Gegenschnitte eine Tangente an einen 
dersell^en und eine beliebige Gerade, die jeden der Gegen- 
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schnitte in einem Punkt trifft, durch den Berührungspunkt 
der Tangente aber eine Parallele mit der erwähnten Asymptote 
gebogen werden, so Verhalten sich auf der beliebig gezoge- 
nen Geraden die beiden Stücke, welche zwischen dem Punkt 
itiif der Asymptote und den Gegenschnitten, wie die beiden, 
welche zwischen dem Punkt auf der Parallelen mit der 
Asymptote und den Gegenschnitten liegen. 

I^i D ein Punkt auf einer Asymptote zweier Gegen- Fig. its. 
schnitte, DA eine Tangente an einen derselben, und eine 
beliebige Gerade von JO gezogen, die die Gegenschnitte in 
den. Punkten E,F und eine von A mit der Asymptote CD 
gezogene Parallele in G trifft, so wird behauptet: 

DE.DF^GEiGF. 

Erster Beweis. Man nenne B den Durchschnitt von 
DA, H den von DF mit der zweiten Asymptote und ziehe 
von den Punkten E, A, F Parallelen mit den Asymptoten 
CB, CDj welche diese beziehlich in den Punkten / und K, 
L und My N und O treffen. Nun ist wie leicht aus 11. 12 
folgt: 

1) CI.IE=CL>LA=CN^NF, 

also 2) CI:CL=:LA: IE, 

3) CL : CN==: NF : LA, woraus durch Subtraktion 
der Glieder eines Verhältnisses in (2), durch Addition in (3) 
folgt: ' 

4) IL:IE— AL=CL: IE, 

5) NL:NF+LA = CL:NF. 

Aber IE — AL oder KM ist gleich NF + LA oder MCt, 
weil wegen Gleichheit von DA und AB auch DM = CM und 
wegen Gleicheit von DE und HF (IL 16) auch DK= CO] 
hiemach ergiebt sich also aus (4) und (B) 

6) IL:NL = NF:IE 

= CI :CN, 
aber IL:NL=GE: GF und C/ :CN=DE: DF, folglich auch 

7) GE:GF=DE:DF. q. e. d. 

Zweiter Beweis. Man ziehe AE, die CB in 0, CD Fig. 179. 
in P trifft, schneide AO von AE ab zum Punkt Q, ziehe DQ. 
Nun ist, weil auch DA = AB, DQ parallel BH, folglich 

1) DE : EH=EQ: EO, und, weil AO == EP ist, 

= AE--EP:AE + EP 
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Weil aber AE:EP=GE: DE, ist auch 
AE - EPiAE + EP= GE-^-DEiGE+DE, xnithm 

2) DEiEHrs, GE—DE: G-B+ DE, worauÄ durch Ad- 
dition der correspondirenden Glieder 

S)^GE: GH+DE=zDE:EH, weü aber DE^HF, iat 
GH +DE^GF und EH= DF, also 

4) GEiGF^DEiDF. ({. e. d. 

Dritter Beweis. Man siehe ausser wie obes AB 
noch von A eine Parallele mit BC, welche DH in JR trifft, 
so ist, weil DA = AB, auch DA = RH und 

1) ER : RH= EA: AO :=^ EA: EP= GE: DEy aber JBW 
= ^EF und RH^i DH, mithin 

2) EF:DH=iGE:DE, woraus durch Addition der cor- 
respondirenden Glieder unter Berücksichtigung von DE ass HF: 

3) GF:DFr=:GE:DE. q e. ä. 

§ 37. Lehrsatz 37. Wenn von einem Punkt an einen 
Kegelschnitt oder an zwei Gegenschnitte zwei Tangenten 
und eine beliebige den Kegelschnitt oder bei Gegenschnitten 
die eine Hyperbel in zwei Punkten schneidende Gerade ge- 
zogen werden, so verhalten sich auf dieser letzteren die b^i- 
' den Stücke vom Ausgangspunkte bis zu den Durchschnitts- 
punkten mit dem Kegelschnitt wie die beiden Stücke von 
der Berührungssehne zu denselben , Durchschnittspunkten ge- 
rechnet. 
Tig.iso-isa. ' Sei D ein Punkt ausserhalb eines Kegelschnittes oder 
zweier Gegenschnitte und seien von ihm aus diei Tangenten 
DA und DB und die schneidende Gerade DEF, welche die 
Berührungsehne in G triflft, gezogen, so wird behauptet: 

DE:DF=:GE:GF. 

Beweis, Man ziehe die Durchmesser durch A und D 
und von E und F an letzteren die Ordinaten, welche diesen 
Durchmesser, die Tangente DA und den durch A gezogenen 
Durchmesser beziehlicb in den Punkten H, I, K und L, M, 
N treffen, ferner von E und F Parallelen mit der Tangente 
DA, die CD beziehlich in O und P treffen. 

Nun ist: 

1) /\DIH: /\DML = DP :DM^~DE^ :DF^, 

2) /\EHO:/\FLP ^EH^xFL^ =DE^:DF^, 
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mii\im/\DlH:/\DML=/\EHO:/\FLP^DE^ :DF^ 
und deshalb durch Subtraction auch 

3) /\DIH^/\EHO:Z\DML^^FLP=D£l^iDI^. 
Es ist aber ferner 

4) £:^AKIi £\4MN^ AI^ :AM^ ^ GE^ iGF^ 

und da nach III. 2. bei einem Kegelschnitt, nach III* 5 bei 

Gegenschnitten ^ ^^ == ^^^ ™^ A ^^^ = FMDP, er- 
hält man aus Vergleichung von (3) und (4): 

DJE2 ;2>Fa srp GE^iGF^ oder DE:DF= GEiGF. q. e. d. 
Ein in neuerer Zeit üblicher auf III. 16. und 18. und 
sonach mittelbar ebenfalls auf III. 3. und III. 5 sich stützen- 
der Beweis ist folgender: Seien in Fig. 182. unter densel- 
ben Bezeichnungen als oben die Durchschnitte von EH und 
FL mit dem Kegelschnitt und der Tangente DB beziehlich 
Q, R und 8, T genannut, so ist; weil DC die Linie AB hal- 
birt, auch HI=HR und HE = HQ, mithin IQ = ER und 
aus ähnlichen Gründen MS = FT. Nun ist nach III. 16. bei 
einem Kegelschnitt, nach HL 18. bei Gegenschnitten 

(1) Al^ :AM^ =IE'IQ:MF'MS = IE.ER:MF'FT. 
Da aber /E:MF=DJB:2)F und auch ER :FT=^DE:DF, ist 

(2) IE»ER:MF'FT= DE^ : DF^ und da endlich 

(3) AI:AM=GE:GF, folgt durch Vergleichung von (1) 
mit (2) und (3): 

GE^ : GF^ = DE^ : DF^ oder GE\ GF= DE : DF. q. e. d. 

§. 38. Lehrsatz 38. Wenn von einem Punkt an 
einen Kegelschnitt oder an zwei Gegenschnitte die beiden 
Tangenten, von der Mitte der so entstandenen Berührungs- 
sehne aber eine beliebige den Kegelschnitt oder bei Gegen- 
schnitten die eine Hyperbel in zwei Punkten schneidende 
Gerade gezogen werden, so verhalten sich auf dieser die bei- 
den Stücke von ihrem Ausgangspunkt bis zu den Kegel- 
schnittspunkten wie die beiden Stücke zwischen einer durch 
den Ausgangspunkt der Tangenten mit der Berührungssehne 
gesogenen Parallelen und den Kegelschnittspunkten. 

Seien von einem Punkt D an einen Kegelschnitt oder Fig. i84,i85, 
an zwei Gegenschnitte die Tangenten DA, DB und von der ^^^' 
Mitte G der Berührungssebne .^IB eine beliebige den Kegel- 
schnitt in E,F und eine durch D mit AB gezogene Parallele 
in R schneidende Gerade gezogen, so wird behauptet: 
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GE . GF = RE : RF. 

Man ziehe noch die Durchmesser durch D und A, von 
E und F an ersteren die Ordinalen, welche die Durchmesser 
durch D, die Tangente DA und den Durchmesser in A be- 
ziehlich in den Punkten H, I, K und L, M, N treffen, femer 
von E und F Parallelen mit DA, welche den Durchmesser 
von D in O und P treffen. 

Nun ist: 

1) /\DIH:/\DML = DP : DM^ = RE^ :RF^, 

2) A ^^0 '• A PI^P = HE^ ' ^i* = ^G' • GL' 

= AI' : AM' , 

3) /\AKI:/\AMN=AI':AM', 

also 4) A -EffO ± A ^iÄ7: A i^-^P± A ^^^-^ = ^^' ■ ^^^ 

= GE> : GF*, 

aber /\ EHO dt ^AKI=: /^DIH uni ^AMN±:^LFP 

= /\DML 
nach (in« 2. und 5.), wobei das obere Zeichen in Fig. 184. 
und 185.; das untere in Fig. 186. zu nehmen ist, nnd folg- 
lich aus Vergleichung von (1) und (4): 

i?JS2 : RF^ == GE'^ : GF^ oder RE: RF= GE: GF. q. e. d. 

§. 39. Lehrsatz 39. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb des Asymptotenwinkels an zwei Gegenschnitte die Tan- 
genten und eine beliebige Gerade, welche sowohl jeden der 
Gegenschnitte als die Berührungssehne in einem Pimkt schnei- 
det, gezogen werden, so verhalten sich auf dieser Geraden 
die Stücke * vom Ausgangspunkt bis zu den beiden Funkten 
auf den Gegenschnitten wie die beiden Stücke von der Be- 
rührungssehne bis zu denselben Punkten gerechnet. 

Die Construction und der Beweis dieses Satzes können 
an der Fig. 187. buchstäblich wie bei §. 37. geführt werden, 

§. 40. Lehrsatz 40. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb des Asymptotenwinkels an zwei Gegenschnitte Tangen- 
ten und von der Mitte der so entstandenen Berührungssehne 
eine beliebige Gerade gezogen werden, welche sowohl jeden 
der Gegenschnitte als auch die vom Ausgangspunkt der Tan- 
genten mit der Berührungssehne gezogene Parallele in einem 
Punkt schneidet, so verhalten sich auf dieser Geraden die 
beiden Stücke von der Berührungssehne bis zu den Kegel- 
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schnittspunkten wie die beiden von der Parallelen mit der 
BerührungsBelme bis zu denselben Punkten gerechnet. 

Die Construction und der Beweis dieses Satzes kann an 
Fig. 188. buchstäblich wie in §. 38. geführt werden *). 

§. 41. Lehrsatz 41. Drei Tangenten einer Parabel 
theilen sich so, dass aus ihren Stücken sich drei gleiche Ver- 
hältnisse bilden lassen. 

Beweis des Apollonius. Seien DA, DB zwei Tan-Pig. i89. 
genten einer Parabel, die dritte aber in dem Punkt / gezo- 
gen, wo der von D gezogene Durchmesser die Parabel trifft; 
sind nun K, L die Durchschnittspunkte der dritten Tangente 
mit DA, DB, H der von DI mit AB, so ist, weil DI = IH 
(I. 35.) und KL parallel AB ist, auch DK=KA, DL = LB 
und weil AH=HB (11. 30.), auch KI= IL, mithin AK: KD ' 
= DL : LB = KI: IL. q. e. d. 

Sei nun aber die dritte Tangente in einem andern Punkt 
E zwischen / und A gezogen und treffe DA, DB in F und 
G, 80 ist zu beweisen: 

AF: FD = DGiGB = FEiEG. 

Man ziehe durch E den Durchmesser, welcher DA, DB 
AB beziehlich in M, N, O trifft und von A und B an die- 
sen Durchmesser die Parallelen AP, BQ mit FG, 

Nun ist: ■ 

ME = EP {l. 35.), also AF=FM und 

1) AF:AKz=2AF:2AK=AM:AD = AO:AH, 
oder wenn man die Hinterglieder verdoppelt: 

2) AF: AB = A0: AB nad folglich 

3) AF : FD = AO : OB. 

Auf dieselbe Weise ist NE = EQ (I. 35.), also NG = GB und 

4) BG:BL = 2BG : 2BL = BN: BD=:BO: BH, 

oder wenn man die Hinterglieder verdoppelt: 

5) BG:BD = BO:BA und also 

6) SG:GD = BO:OA. 



*) Es wäre daher leicht möglich gewesen, die Lehrsätze 37. mid S^., 38. 
nnd 40. za vereinigen, indess ist dies im Anschluss an Apollonius und anch 
deshalb nicht geschehen, weil wegen der Verschiedenheit der Figuren es gut 
ist, dieselbe Eigenschaft in verschiedenen Fällen zu betrachten. 
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Endlich ist 

7) AO :B0 = AP:BQ== 2FE : 2GE=FE:GE] 
mithin aus Vergleichung von (3.), (6.); (7.): 

AF:FD = DG:BG = FE: EG. q. e. d, ^ 
Fig. 190. Ein in neuerer Zeit üblicher Beweis ist folgender: 

Seien unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen von den 
Punkten JB, F, G Durchmesser gezogen, die AB beziehlich 
in R, 8, T treffen und seien U, V die Durchschnittspunkte 
von F8 mit AE und von GT mit BE. 

Nun ist AH= HB, AU= UE, BV= VE nach (IL 30.), 
' also auch AS — SR, BT=iTR', da nun .4Ä + ÄB« 2-4S 
+ 2BT=AB, ist AS i- BT = AH und folglich ST=SÄ 
und AS^TH, sAso selbstverständlich ASiSH^HTiTB 
= SR : RT und folglicba uch AF: FD^DG:GB = FE. EG. 
q. e. d. 

§. 42. Lehrsatz 42. Wenn zwei parallele Tangenten 
einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte von einer dritten 
durchschnitten werden, so ist das Rechteck aus den Stücken, 
welche auf ihnen abgeschnitten werden, gleich dem Quadrat 
des halben Durchmessers, der mit ihnen parallel ist. 
Fig.i9i.niid Seien in den Endpunkten A und B des Durchmesserci 
einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte Tangenten gezogen^ 
welche von einer dritten, deren Berührungspunkt E ist, in 
den Punkten F und G geschnitten werden, und sei CD ein 
mit AF oder BG paralleler Halbmesser, so ist zu, beweisen: 

AF'BG=CD'^. 

Beweis. Man ziehe von E an AB und CD die Ordi- 
naten EI und EL und nenne H und K die Durchschnitts- 
punkte von GF mit den verlängerten AB, CD. Nun ist 
nach I. 37.: 

1) CI: CA=CAx CHy also auch 

2) Ar:HA= CB : CH, woraus femer 

3) HA: HI= HC: HB, also auch 

4) AF:EI= CK:BG oder AF'BG = EI'CK=CL'CK, 
aber nach I. 38. CL'CK= CD^ und folglich AF*BG== CD^. 
q. e. d. 

§. 43. Lehrsatz 43. Werden an eine Hyperbel zwei 
Tangenten gezogen, so ist das Kechteck aus den Abschnitten, 
welche die eine auf den Asymptoten bildet, gleich dem 
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Sechteck aus den Abschnitten; die die andere Tangente 
bil<det. 

Seien in äe>Ä Punkten Ä und B einer Hyperbel Tan- Fig. i98. 
genten gezogen^ deren erstere die Asymptoten in den Punk^ 
ten D und E, letztere in den Funkten F und 6 trifit^ so ist 
isa beweis^ dass 

CD'CE=CFCG. 

Man ziehe von A und B Parallelen AHy BI mit der 
einen Asymptote CD bis an die andere CE, so ist nach IL 12« 
CH'HA:r=iCr'IB und da nach 11. 3. DA = AE und FB 
= BO, ist CE = 2CH, CD = 2 AH, CG = 2CI, CF = 2BI, 
also CD^CE = 4CH'AHuud CF> CG = 4:^ CI^IB, mithin 

CD'CE=CF'JJG. q. e. d. 

§. 44. L^rsatz 44. Wenn zwei Tangenten einer Hy- 
perbel oder zweier Gegenschnitte die Asymptoten treffen, so 
ist die Bertihrungssehne parallel den beiden Linien ^ welche 
die Burchschnittspunkte der Tangenten mit den Asymptoten 
verbinden. 

Seien in den Punkten A und B einer Hyperbel oder Fig. im und 

195. 

zweier Gegenschnitte Tangenten gezogen, welche die Asym- 
ptoten in den Punkten D und E, F und G treffen ^ so wird 
behauptete 

AB II FE II DG. 

Beweis. Es ist nach vorigem Satz CD • CE =iCF»CG 
(was auch bei Gegenschnitten leicht nachzuweisen), folglich 
FE parallel DG, und da A die Mitte von DE, B von FG nach 
L 3., ist auch AB \\ FE \\ DG. q. e. d. 

§. 45. Lehrsatz 45. Wenn in den Endpunkten der 
Achse einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte Tangenten 
gezogen und von eitler beliebigen dritten Tangente durch- 
schnitten werden, und wenn in der Achse auf jeder Seite 
ein Punkt bestimmt wird, so dass das Bechteck der Abschnitte, 
die er bildet, gleich dem Quadrat der halben kleinen Achse 
ist (und zwar muss bei der Ellipse jeder der so bestimmten 
Punkte innerhalb der Achse, bei Gegenschnitten in ihrer 
Verlängerung liegen), so schliessen die Linien, welche von 
einem so bestimmten Achsenpunkt nach den beiden Durch- 
«ehnittspuiikliifn der dritten Tangente mit den beiden ersten 
Tangenten gezogen werden, einen rechten "Winkel ein* 
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Fig. 196. und Sci AB die Achse einer Ellipse oder zweier Gegen- 
schnitte und seien die Tangenten in A und B von. einer 
dritten in D gezogenen in den Punkten E und F durchschnit- 
ten, sei ferner S ein Punkt zwischen A und B bei der Sllipse; 
ausserhalb AB bei der Hyperbel, so dass AS • BS =^ dem 
Quadrat der halben kleinen Achse ist, so wird behauptet, dass . 

/ ESF = 1 Rechten. 

Beweis. Nach in. 42. ist AE'BF gleich dem Qua- 
drat der halben kleinen Achse, also AE^ BFsr: AS • BS und 
^ AES ähnlich dem /\ BSF, also / ESA = / BFS und da 
/ BFS + BSF= IJR, auch / ESA + / BSF= lÄ, mithin 
auch / ESF = 1 Ä. q. e. d. 

Erklärung. Die beiden auf die beschriebene Art in 
der Achse zu bestimmenden Punkte heissen die Brennpunkte. 

r 

'' ' 

§. 46. Lehrsatz 46. Wird übrigens unter denselben 
Voraussetzungen als im vorigen Satz der Schneidungspunkt 
der dritten Tangente und einer der beiden parallelen mit den 
beiden Brennpunkten verbunden, so machen diese beiden 
Verbindungslinien gleiche Winkel mit den in diesem Schnei- 
dungspunkt zusammenstossenden Tangenten. 
Fig. 198. Sei H der zweite Brennpunkt, so liegen, weil ESF und 

EHF nach vorigem Satz rechte Winkel sind, die vier Punkte 
E, F, S, H In einem Halbkreis, mithin ist / FEH = / FSH 
• als Peripheriewinkel auf demselben Bogen , /^ FSH aber 
= /^SEA nach vorigem Beweis, also ^ FEH= /^ SEA. q. e. d. 

§. 47. Lehrsatz 47. Werden unter denselben Voraus- 
setzungen als^ in den vorigen Lehrsätzen die Durchschnitts- 
punkte der dritten Tangente mit den in den Endpunkten der 
Achse gezogenen mit beiden Brennpunkten verbunden, so 
ateht die Linie von einem der durch diese Verbindungslinien 
erhaltenen Kreuzungspunkte nach dem Berührungspunkt der 
dritten Tangente senkrecht auf dieser. 
Fig.i96.uiid Sei übrigens unter denselben Bezeichnungen als oben 
/ der Kreuzungspunkt von FS und £if , so ist zu beweisen, 
dass 

ID lothrecht auf EF st6ht. 

Wäre eine andere Linie IL lothrecht, so hätte man 
Z\FIL ähnlich /\FBH und /\EIL ähnlich ESA, ferner 
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A fHJ ähnlich /\ ESI, wie leicht aiw dea zulet^^t bewiesenen 
Sätzen folgt; sonach 

1) FLiFB = FI:FH^ EI: ES = EL:EA 

oder wenn man im ersten und letzten Verhältnis^ die innem 
Glieder vertauscht: 

2) FL:EL^FB:EA] 

aber nach einer leichten Folgerung aus III. 16. ist: 

FD:ED = FB:EA, 
was der vorigen Proportion widerspricht, und es ist also un- 
möglich ^ dass eine andere Linie ausser ID lothreoht auf EF 
steht^ mithin ID lothrecht auf EF. q. e. d. 

§. 48. Lehrsatz 48. Die Linien vom Berührungspunkt 
einer Tangente nach den Brennpunkten gezogen^ bilden gleiche 
Winkel mit der Tangente. 

Seien unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen noch Fig. i98 und 
SD und HD gezogen; so wird behauptet: 

/_ SDE =z /^ HDF. 
Weil IDE = ISE = 1 Eechten nach den vorigen Sätzen, 
liegen die Punkte S, I^ D, E m einem Kreis, und. weil 
/ IDF= / IHF= 1 Eechten, auch die Punkte H, /, 2), F; 
folglich ist: 

1) / EDS^ /_ EIS und / FDH^ / FIH 
bei der Ellipse oder = /_ EIS bei der Hyperbel als Poriphe- 
riewinkel, aber /^EIS= /^FIH und also in jedem Fall 
ZSDE= ZHDF. q. e. d. 

§. 49. Lehrsatz 49. Wird von einem Brennpunkt auf 
eine Tangente ein Loth gefallt, so sehliessen die Linien vom 
Fusspunkt desselben nach den Endpunkten der Achse einen 
rechten Winkel ein. 

Sei unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen HK ein Fig. 199 nnd 
Loth von H auf EF gefallt und KA, KB gezogen^ so ist 2u 
zeigen, dass: 

/ -4ÄB =: 1 Kochten. 

Die Punkte F, K, H, B liegen in einem Kreise, yi^\\/_FKH 
und /_ FBH rechte Winkel sind, aus ähnlichen Gründen die 
Punkte E, K, H, A. Also ist / HEB = / HFB = / EHA 
und /^ HKA 5= ^ HEA als Peripheriewinkel ; da aber /^ EHA 
+ /^ HEA =Ä 1 Eechten, muss auch 

/_HKB+ ZHKA= lEechten. q. e. d. 

Apollonios, Kegelflchnitte. 9 



\\ 
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§. 50. Lehrsatz 50« Ist der Berührungspunkt einer Tan- 
gente mit einem Brennpunkt verbunden, und zieht man mit 
dieser Verbindungslinie eine Parallele vom Mittelpunkt bis an 
die Tangente, so ist diese Parallele gleich der halben Achse. 
Flg. 201 und Man ziehe unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen 
vom Mittelpunkt C mit SD eine Parallele CK bis an die 
Tangente JBF, so ist zu zeigen, dass 

CK = ^AB. 
Zieht man noch von H die Parallele HN mit SD bis 
an dieselbe Tangente und verbindet H mit K, so ist, weil 
SC = HC, auch DK=KN, und weil / EDS = / KNH als 
correspondirender oderWeehselwinkel und gleich ^ÄDiV nach 
§. 48., ist auch / KNH = / HDK, folglich HK senkrecht auf 
EF und deshalb nach vorigem Satze BKA = 1 Rechten, mithin 

CK=\AB. q. e. d, 
§. 51. Lehrsatz 51. Werden in einer Hyperbel oder 
in zwei Gegenschnitten von den Brennpunkten nach einem 
beliebigen Punkt des Kegelschnitts Linien gezogen, so ist 
deren Unterschied gleich der Achse. 
Fig. 202. Seien bei einer Hyperbel oder zwei Gegenschnitten AB 

die Achse S, H die Brennpunkte, D ein beliebiger Punkt im 
Umfang, so ist zu zeigen, dass HD — SD = AB. 

Man ziehe in D die Tangente und durch C eine Paral- 
lele mit SD, die die Tangente in K, HD m O schneidet, so ist, 
weil / ODK = / SDir(nach §. 48.), auch / OKD == / ODK 
und folglich 0K= ÖD oder OK=\HD] da aber OK=OC 
+ CK und OC=iSD so wie CK = iAB (§. 50.), so hat man 
iSD-^4sAB — iHD oder AB = HD — SD. q. e. d. 

§. 52. Lehrsatz 52. Wenn von den beiden Brenn- 
punkten einer Ellipse an einen beliebigen Punkt des Umfangs 
Linien gezogen werden, so ist deren Summe gleich der 
Achse. 
Fig. 203. Seien AB die Achse, S, H die Brennpunkte, D ein be- 

liebiger Punkt im Umfang einer Ellipse, so ist zu beweisen, 
dass HD + SD = AB. 

Man ziehe in D die Tangente EF und von C eine Pa- 
rallele mit SD, die die Tangente in K, HD in trifft, so 
ist, weil /_EDS= Z.FDH (nach §. 48.), auch /^OKD 
= / ODK, mithin OD = OK oder \HD= OK, aber OK— CK 



! 
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— CO und da \CK =\AB (nacli §• 50.) und CO = iSD, 
erhält man ^AB — iHD — ^SD oder 

HD + SD = AB. q. e. d. 
§. 53. Lehrsatz 53. Wenn in einer Ellipse, Hyperbel ^ 

oder in zwei Gegensebnitten von den Endpunkten eines 
Durchmessers nach einem beliebigen Funkt des Kegelschnitts 
Linien gezogen werden, welche entweder selbst oder in ihrer ^ 
Verlängerung die in den Endpunkten des Durchmessers ge- 
zogenen Tangenten schneiden; so ist das Bechteck aus den 
auf den Tangenten abgeschnittenen Stücken gleich dem Qua- 
drat des zu dem vorerwähnten zügehörigen conjugirten 
Durchmessers. 

Seien in einer Ellipse, Hyperbel oder in zwei Gegen- Fig. 204 und 
schnitten von den Endpunkten A, B eines Durchmessers nach 
dem beliebigen Punkt E des Umfangs die Linien A]^, BE 
gezogen, welche die in B und A gezogenen Tangenten in 
den Punkten jP und G treffen, und sei DI der zu AB ge- 
hörige conjugirte Durchmesser, so wird behauptet: 

AG ' BF = DD. 
Man ziehe von E an AB die Ordinate EH, so ist 
1) ÄG:EH=AB:BH, 

2) BF.EH^ABiAH, also 

3) AG . BF: Em = AB^ : BH- AH oder 

AG'BF:AB^ = Em : BH- AH= DP : AB^ (L 21). 
Da also das zweite Glied gleich dem vierten ist, muss 
auch AG'BFz=zDI^. q. e. d. 

§. 54. Lehrsatz 54. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel Tangenten an 
diese, von den beiden Berührungspunkten aber Parallelen 
mit diesen Tangenten so wie Linien nach einem beliebigen 
Punkt des Kegelschnitts gezogen werden, welche entweder 
selbst oder in ihrer Verlängerung die mit den Tangenten 
gezogenen Parallelen schneiden, so ist das Verhältniss des 
Rechtecks aus den auf diesen Parallelen abgeschnittenen 
Stücken zum Quadrat der Berührungssehne zusammengesetzt 
aus dem Verhältniss der Quadrate der beiden Stücke, wel- 
che auf der von der Mitte der Berührungssehne nach dem 
Ausgangspunkt der Tangenten gehenden Linie zwischen die- 
ser Mitte und einem Kegelschnittspunkt und zwischen die- 
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aiQm Punkt und 4em Ausgangspunkt der Tangenten liegen^ 
und aus dem Verhältniaa des Bechteeks der Tangenten zum 
Quadrat der halben Berührungssehne. 
Fig. 206. Seien von einem Punkte D an eine ElliJ)se, Hyperbel oder 
Parabel die Tangenten DA^ DB, von A und B aber Parallelen 
mit DB, DA so wie Linien nach einem beliebigen Punkt E 
iin Kegelschnitt gezogen; welche den Parallelen beziehlich in 
F,G begegne?^, so ist, wenn H die Mitte von AB, I der 
Durchschnitt von DH mit dem Kegelschnitt ist, zu beweisen : 
AG . BFiAB^ =in^'AD' BH: DP • AH^. 
Beweis. Man ziehe noch von E und / Parallelen mit 
AB, deren erstere den Kegelschnitt zum zweiten Mal in K, die 
Linien DA, DP, DH beziehlich in L, M, N, deren letztere 
DA, DB iu und P trüFt, so ist /\ GAB ähnlich /\BME, 
/\FBA älinlich /\ALE, also 

1) AG:AB = BM:ME, 

2) BF:AB = AL:LE, mithin 

3) AG'BF:AB^=BM'AL iME^LE 

^ BM' AL^.MELE'AL 
und da, yii\e leicht zu zeigen ME^LK und nach III. 16. 
AL^ :LK'LE = AO^ : OP, erhalten wir 

4) AG . BF\AB^ = BM-AO^ lAL-OP 

= BD . AO^ lAD'OP 
^AD'BD' AO^ : AD^ • OP . 
= AD 'BD 'IIP: DH^ • OP. 
Weil aber endlich AH:OI=DH;DI oder DHOI^ 
AM* DI, erhalten wir 

5) AG . BF: AB^ == tU^ - AD - BD : DP • AH^. q. e. d. 

§. 55.^ Lehrsatz 55. Wenn von einem Punkte ausser- 
halb des Asymptotenwinkirfs in zwei Gegenschnitten Tangen- 
ten an diese und von den Berührungspunkten Parallelen mit 
diesen Tangenten sowie Linien nach einem beliebigen Punkt 
ein^s der beiden Gegenschnitte gezogen werden, welche ent- 
weder selbst oder verlängert die Parallelen schneiden, so ver- 
hält sich das Rechteck aus den auf den Parallelen abge- 
schnittenen Stücken zum Quadrat der Berührungssehne wie 
das Rechteck aus den Taipigenten zum Quadrat der von ih- 
rem Ausgangspunkt bis an einen der Gegenschnitte gezoge* 
nen Parallelen mit der Berührungssehne. 
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Seien vom Punkt 2> ausserhalb des AsymptotenwinkelsFig. 207. 
Äweiei^ Gegenschnitte an diesö die Tangenten DA, DB, von 
A und B Parallelen mit DB, DA und Linien nach öinem be- 
liebigen Punkt E eines der beiden Kegelschnitte gezögen, die " 
die von B uöd A giözogenen Parallelen beziehlich in F und 
(r treffen, so ist, Wenn DR eine von D bis an einen der 
beiden Gegenschnitte gezogenen Parallele mit AB ist, äu be- 
weisen, dasB 
I AG'BF:AB^=AD'BD:DR^. 

Bewßis. Man ziehe noch durch E einö Parallele mit 
ABy die den andern Gegenschnitt iri Jf, die Tangenten DA, 
DB in i, M trifft, so ist /\ GAB ähnlich dem /\ BMS und 
/\FBA ähnlich dem /\ALE, mithin 

1) AG:AB=-BM:ME, 

2) BF:AB = AL: LE, also 

3) AG . BF: AB^ = BM-AL iLE^ME 

= BM'AL^:LE'ME*AL 

und da ^2 :LE'ME = AD^ :DR^ nach lIL &0. und 
BM:AL = BD :AD, erhält man 

4) AG . BF: AB^ ^BDAD^: DR^ * ^^^ 

:=BD'4D:DR^. q. e. A 

§. 56* Lebrsatz 56» Wenn von einem Punkt innerhalb 
des Asymptotenwinkels an eine Hyperbel zwei Tangenten, 
von den Berührungspunkten aber Parallelen mit diesen Tan- 
genten und Linien nach einem beliebigen Punkt des zuge- 
hörigen andern Gegenschnitts gezogen werden, welche diese 
Parallelen schneiden, so ist das Verhältniss des Rechtecks 
aus den auf den Parallelen entstandenen Abschnitten zum 
Quadrat der Berührungssehne zusammengesetzt aus dem 
Verhältniss der Quadrate der beiden Stücke des durch den 
Ausgangspunkt der Tangenten gehenden Durchmessers, wel- 
che zwischen der Mitte der Berührungssehne .und dem an- 
dern Gegenschnitt und zwischen diesem Gegenschnitt und 
dem Ausgangspimkt der Tangenten liegen und aus dem Ver- 
hältniss des Rechtecks der Tangenten zum Quadrat der hal- 
ben Berührungssehne; 

Seien von einem Punkte D innerhalb des Asymptoten- Fig. 208. 
winkeis zweier Gegenschnitte Tangenten DA, DB an die eine 
Hyperbel, und von A und B Parallelen mit DB, DA so wie 
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Linien nach einem beliebigen Punkt E des andern Gegen- 
schnitts gezogen, welche den Parallelen beziehlich in F und 
G begegnen, so ist, wenn H die Mitte von AB, I der Durch- 
schnitt von DH mit dem zweiten Gegenschnitt ist, zu beweisen : 
AG'BFiAB^ =HP'AD>BD:DI^'AH.^ 
Beweis. Man ziehe noch durchs und / Parallelen mit 
AB, deren erstere den Gegenschnitt zum zweiten Mal in K, 
die Tangenten DA, DB in L,M und DH in N, deren letztere 
DA und DBin und P trifft, so ist, weil /\ GAB ähnlich 
/\ BME und /\ FBA ähnlich /\ ALE, 

1) AG:AB==:BM:ME, 

2) BF:AB = AL :LE, a lso 

3) AG . BFiAB^ = AL • BM: LE*ME 

= AL^'BM:ME*LE'AL. 
Es ist aber ME=LK und nach III. 18. 

AL^ :LK*LE = AO^ :0I^, und da ausserdem 
BM:AL = BD:AD, erhält man 

4) AG BF: AB^ = AO^ -BD: 01^ • AD 

^AO^'BD'ADiOP' AD^ , 
nni ia AO:AD = HI:DH 

5) AG'BF:AB^=::HI^'ADBD:OP'DIP. 

Weil aber endlich Ol: AH=^DI:DH, ist OP -DIP^DI^ 
• AIP, mithin 

6) AG'BF:AB^=:HP'AD'BD:DP^Am. q. e. d. 

Anm. Es ist leicht zu erkennen, dass in diesen letzten vier Lehrsätzen 
des dritten Buchs der Keim der Lehre von der Erzeugung der Kegelschnitte 
durch projektivische Gerade und Strahlbüschel enthalten ist; denn das constante 
Bechteck ÄG • £F macht die Geraden, auf denen es von den- festen Punkten 
A und B aus abgeschnitten wird, nach Steinerscher Bezeichnung zu projekti- 
viRch ähnlichen Geraden, mit welchen die Strahlbüschel bei ^ und ^ per- 
spektivisch sind, diese Strahlbüschel sind also unter sich projektiviseh schief 
und erzeugen deshalb einen Kegelschnitt. Da ferner, sobald die Geraden 
AG, BF mit den festen Punkten A und B und die Grösse des constanten 
Rechtecks AG * BF gegeben sind, auch ADy BD, AB, J.jff" bekannt sind, so 
st sogleich das Verhältnis» HI'. DI gegeben und somit ein Weg angedeutet, 
rwie aus zwei in schiefer Lage gegebenen projektivisthen Strahlbüscheln als- 
bald' der Mittelpunkt und ein Paar conjugirter Durchmesser des dadurch be- 
stimmten Kegelschnitts gefunden werden können; denn theilt man die Gerade 
HD nach dem gegebenen Verhältniss HIi DI, so sind die beiden Theilnngs- 
punkte die Durchschnittspunkte des Durchmessers DH mit dem Kegelschnitt, 
die Mitte zwischen ihnen der Mittelpunkt und DH, AB die Eichtungen einea 
Paars conjugirter Durchmesser. 



Viertes Buch des ApoUonius von Perga 

über Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Attalus. 

Früher schon habe Ich von den acht Büchern, die ich 
über Kegelschnitte verfasst habe, die drei ersten an den 
Eudemus von Pergamus gerichtet herausgegeben. Da ich 
aber nach dessen Tode beschlossen habe die Uebrigen an 
Dich zu senden, weil Du begierig bist meine Schriften über 
diesen Gegenstand kennen zu lernen, sende ich Dir jetzt das 
vierte Buch. In ihm ist die Frage abgehandelt, in wie viel 
Punkten höchstens zwei Kegelschnitte oder ein Kegelschnitt 
und ein Kreis sich schneiden können ohne ganz zusammen 
zu fallen, ausserdem, in wie viel Punkten höchstens ein Ke- 
geLschnitt oder ein Kreis oder ein Paar Gegenschnitte mit 
einem Paar Gegenschnitte sich treffen können, so wie man- 
ches Andre diesem Aehnliche. Den ersten dieser Gegen- 
stände hat der Samier Conen an den Trasideus schreibend 
behandelt, in dem er jedoch bei den Beweisen nicht richtig ver- 
fahren ist, weshalb ihn auch der Cyrenäer Nicoteles leicht tadelt. 
Des zweiten (Kegelschnitt und Kreis) thut Nicoteles in dem 
Buch gegen Conen in der Art Erwähnung, als ob er leicht 
bewiesen werden könnte, aber ich habe ihn weder von ihm 
selbst noch von irgend einem andern bewiesen gefunden. 
Der dritte Gegenstand aber und anderes damit Verwandtes 
ist soweit mir bekannt nicht einmal irgend einem in den 
Sinn gekommen. Das, wovon ich gesagt habe, dass es von 
andern nicht bewiesen worden ist, bedarf vieler und mannig- 
faltiger neuer Sätze, von denen ich die meisten in den drei 
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ersten Büchern, die übrigen in diesem behandelt habe. Die 
Betrachtung dieser Gegenstände aber gewährt einen nicht 
unbedeutenden Nutzen für die Auflösungen der Probleme 
sowohl als für ihre Determinationen. Nicoteles schreibt zwar 
wegen der Zwietracht, die er mit Conon hatte, dass nichts 
von dem, was dieser erfunden hat, zu den Determinationen 
gehöre ; dies behauptet er aber fälschlich, denn wenn es auch 
möglich ist ohne diese Untersuchungen Determinationen zu 
geben, so wird doch mit Hülfe derselben Vieles leichter er- 
kannt, wie dass etwas auf vielfältige Art geschehen könne 
und auf wie viele Art oder auch, dass es auf gar keine Weise 
geschehen könne, welche vorausgehende Kenntnissnahme eine 
grosse Hülfe für die Auflösung der Probleme gewährt. 
Ausserdem sind diese Lehrsätze sehr nützlich zur Feststel- 
lung der Erklärungen und auch wenn kein Nutzep vorhan- 
den wäre, so sind sie doch um ihrer selbst willen werth 
aufgenommen zu werden, denn auch viele andere Sätze sind 
wir gewohnt aus diesem Grunde allein und aus keinem an- 
dern üi die mathematischen Disciplinen aufzunehmen. 

Brief des Eutocius. 

Das vierte Buch, lieber Freund Anthemis, behandelt die 
Frage, auf wie viele Art Kegelschnitte unter sich und mit 
einem Kreis und Gegenschnitte mit Gegenschnitten sich schnei- 
den ; und es ist so elegant und verständlich, besonders in der 
von mir besorgten Ausgabe, dass es keiner weiteren Erklä- 
rungen bedarf, denn was etwa in den Lehrsätzen selbst 
an Deutlichkeit fehlt, ersetzen die von ApoUonius hinzu- 
gefügten Beweise. In diesem Buche aber wird Alles durch 
die indirecte Beweisart dargethan , deren sich auch Euclides * 
in dem, was er über Kegelschnitte, Kreis imd Berührimgen 
schrieb, bedient hat. Diese Beweisart ist in der That be- 
quem und hat sowohl dem Aristoteles als den Geometern 
und besonders dem Archimedes nothwendig geschienen. Nach 
der Lesung dieser vier Bücher nun wird es Dir möglich 
sein alle Aufgaben, die über Kegelschnitte gestellt werden 
können, aufzulösen und zu construiren. Denn ApoUonius 
selbst sagt am Anfang des Ganzen, dass die vier ersten Bü- 
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eher für die Grundlage dieser Lehre hinreichen ; die übrigen 
vier aber zu einer ausführlicheren Behandlung gehören. Lies 
sie also fleissig und "V^enn es Dir gut scheint; dass ich die 
TJebrigen in derselben Art herausgebe ^ so wird auch das 
mit Gottes Hülfe geschehen. Lebe wohL 

Anm. des deutachen Bearb. Obgleich es . die Absicht der Be* 
ftrbeitung ist, ein möglichst getreues Abbild des griechischen Meisterwerks zu 
liefeiii, so enthalten doch die Lehrsätze des 4 ten Buchs, wie sie beim Apollo- 
Dias aufgeführt sind, so viele specielle Fälle derselben Eigenschafl, dass es 
zweckmässig geschienen hat, dieselben nach der jetzt üblichen Art der Be- 
haodlnng etwas ensammenauziehen. 

§§. L — 4. Lehrsatz 1. — 4. Wenn Ton einem Punkt 
ausserhalb eines Kegelschnitts oder Kreises zwei gerade Li- 
nien gezogen werden, von denen eine denselben berührt, die 
andre ihn in zwei Punkten schneidet und auf der letzteren 
Linie zu den beiden Durchschnittspunkten und dem ausser- 
halb angenommenen Punkt der letzterem zugeordnete vierte 
harmonische Punkt gesucht wird, so triflTt die Linie vom Be- 
tfihrungspunkt der Tangente nach diesem Punkt entweder 
selbst öder in ihrer Verlängerung den Kegelschnitt zum 
zweiten Male und die Linie von dem so erhaltenen Schnei«^ 
dungspunkt nach dem ausserhalb angenommenen Punkt ist 
eine Tangente. 

Sei D' ein Punkt ausserhalb eines Kegelschnitts oder Fig. 209, 210 
zweier Gegenschnitte, DA eine Tangente und DBF eine Linie, 
die den Kegelschnitt oder die Gegeuschnitte in zwei Punkten 
jB und F trifft, sei G der vierte harmonische Punkt zu E, F, 
Df so wird behauptet, dass die Linie GA den Kegelschnitt 
oder die Gegenschnitte noch ein zweites Mal trifil und dass die 
von diesem Punkt nach D gezogene Linie eine Tangente ist. 

Der Punkt D kann bei Ellipse und Parabel oder Kreis 
beliebig ausserhalb angenommen werden, immer wird von 
ümi aus ein Durchmesser, der den Kegelschnitt schneidet, 
und folglich ausser DA noch eine zweite Tangente DB ge- 
zogen werden können. Ist der gegebene Kegelschnitt aber 
eine Hyperbel, so ist, wenn der Punkt D innerhalb des 
Asjmptotenwinkels liegt, dasselbe möglich als vorher, wenn 
er aber in einem Nebenwinkel desselben sich befindet, so 
kann eine zweite Tangente an den zur Hyperbel gehörigen 
Gegenschnitt gezogen werden. 
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Der Fall, wo der Punkt D in einer Asymptote selbst 
liegt; wird besonders behandelt werden. 

Beweis. Man ziehe nun in jedem der vorerwähnten 
Fälle die zweite Tangente DB und verbinde B mit A. Weil 
nun von D zwei Tangenten an den Kegelschnitt gehen, welche 
mit Ausnahme des letzten Falls denselben vollständig zwischen 
sich enthalten, während die Linie DEF denselben in zwei 
Punkten trifft, so muss die Linie DEF die Verbindungslinie 
von B und A in jedem dieser Fälle schneiden; dies muss 
aber auch im letzten Fall, wo D ausserhalb des Asymptoten- 
winkels einer Hyperbel liegt, geschehen, denn DEF schneidet 
dann einen begrenzten Theil der Hyperbel ab, die Linie BA 
aber kann die Hyperbel in keinem andern Punkt als in A 
treffen, also muss sie durch EF gehen. Gesetzt nun, dieser 
Schneidungspunkt von EF und AB wäre ein anderer Punkt 
als G, z. B. Hj so muss nach HI. 37. DE:DF = HE:HF 
sein, was der Annahme DE : DF=. GE: GF widerspricht. 
Mithin muss die Linie AB den Punkt G und folglich auch 
umgekehrt AG nöthigenfalls verlängert den Punkt B treffen, 
w. z. b. w. 

Hierher gehören auch die von ApoUonius in den Lehr- 
sätzen 15. und 16. behandelten Fälle, bei deren erstem 
der Punkt D innerhalb des Asymptotenwinkels einer Hyper- 
bel angenommen wird, die Gerade DEF aber so gezogen 
wird, dass sie beide Gegenschnitte in je einem Punkt triffi; 
(Fig. 212.), und bei deren zweitem der Punkt D ausserhalb 
des Asymptotenwinkels liegt, und wo deshalb nicht blos E und 
JF, sondern auch A und B auf beiden Gegenschnitten liegen 
(Fig. 213). Die Behauptung ist übrigens in diesen Fällen 
ganz dieselbe wie oben, und der Beweis beruht auf HI. 39. 

§. 5. Lehrsatz 5. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel eine Tangente und eine die Hy- 
perbel in zwei Punkten schneidende Gerade gezogen werden 
und in dieser wie oben der vierte harmonische Punkt gesucht 
wird, so ist die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Be- 
rührungspunkt der Tangente parallel der Asymptote, in 
welcher der zuerst angenommene Punkt liegt. 
Fig. 214. Beweis wird auf gleiche Art als der vorige mit Hülfe 
von HI, 35. geführt. 
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Hierher gehört auch der von ApoUoniud im Lehr- 
satz 17. behandelte Fall, in welchem die von D aus ge- 
zogene Gerade zwei Gegenschnitte in je einem Punkt trifft. 
Der. Beweis dieses Falls beruht auf IIL 36. 

§§• 6. und 7. Lehrsatz 6. und 7. Wenn von einem 
Punkt ausserhalb einer Hyperbel eine Tangente an diese, 
so wie eine Parallele mit einer Asymptote gezogen wer- 
den, und diese letztere über den Durchschnitt mit der 
Hjrperbel hinaus um sieh selbst verlängert wird, so trifft die 
von dem so erhaltenen Endpunkt nach dem Berührungspunkt 
der Tangente gezogene Linie die Hyperbel oder ihren Gegen- 
Bchnitt noch in einem Punkte und die von diesem Schneidungs- 
punkt nach dem zuerst angenommenen Punkt gezogene Linie ist 
eine Tangente an der Hyperbel oder an ihrem Gegenschnitt. 

Der Beweis wird wie oben geführt und beruht auf IH. 30. Fig. 215. 
und 31., und die Sätze 6. und 7. unterscheiden sich dadurch, 
dass bei ersterem der Punkt D innerhalb des Asymptoten- 
winkels liegt, bei letzterem ausserhalb. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel eine Tangente an diese imd eine 
Parallele mit der andern Asymptote gezogen werden und 
wenn diese über ihren Durchschnittspunkt mit der Hyperbel 
hinaus um sich selbst verlängert wird, so ist die von dem so 
erhaltenen Endpunkt nach dem Berührungspunkt der Tan- 
gente gezogene ^Jinie parallel der ersten Asymptote. 

Beweis wie oben, und beruht auf IH. 34. Fig. aie. 

§§. 9. — 12. Lehrsatz 9. — 12. Zieht man von einem 
Punkt ausserhalb eines Kegelschnitts zwei Gerade, deren jede 
ihn in zwei Punkten schneidet, und bestimmt in diesen Geraden 
die dem äussern Punkt zugeordneten vierten harmonischen 
Punkte, so trifft deren Verbindungslinie den Kegelschnitt in 
sswei Punkten, oder wenn ein ausserhalb des Asymptoten- 
winkels einer Hyperbel angenommener Punkt gegeben war, 
die Hyperbel und ihren Gegenschnitt in je einem Punkt und 
die Linien von dem zuerst angenommenen Punkt nach die- 
sen beiden Durchschnittspunkten sind Tangenten. 

Sei D der Punkt ausserhalb, DEF, DIK die beiden Fig. 217,218 
schneidenden Geraden, HjL die dem Punkt D zugeordneten 
vierten harmonischen Punkte' derselben, so wird behauptet, 
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dass HL den Kegelschnitt oder die Gegenschnitte In zwei 
Punkten trifft und dass die Linien yon D nach diesen Punk-^ 
ten Tangenten sind. 

Man kann In jedem der möglichen Fälle von D anft 
awel Tangenten DAy DB an den Kegelschnitt oder die Ge- 
genschnitte ziehen, und dann muss die Linie AB sowohl den 
Punkt H als den Punkt L nach III. 37 treffen und mithin 
trifft auch umgekehrt HL den Kegelschnitt oder die Gegen- 
schnitte In den Punkten Ä und B und AD und DB sind Tan- 
genten. 

Hierher gehören auch die von ApoUonius in den Lehr- 
sätzen 18. und 19. behandelten Fälle, bei welchen die Gera- 
den DEFy DIK so gezogen werden, dass sie beide Gegen- 
schnitte schneiden, und bei deren erstem D innerhalb des 
Asymptoten Winkels einer Hyperbel, bei deren zweitein er 
ausserhalb liegt, und welche ganz eben so behandelt werden 
können (Fig. 220. und 22L)* 

§. 13. Lehrsatz 13. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel zwei diese in je zwei Punkten 
schneidende Gerade gezogen werden und in jeder derselben 
der dem äussern Punkt zugeordnete vierte harmonische Punkt 
bestimmt wird, .so ist die Verbindungslinie dieser letzteren 
parallel der genannten Asymptote, trifft daher die Hyperbel 
in einem Punkt und die Linie von diesem Punkt nach dem 
zuerst angenommenen Ist eine Tangente, 
rig. 832. Beweis wie oben, und beruht auf III. 35. 

Hierher gehört auch der von ApoUonius im Lehr- 
satz 20* behandelte Fall, in welchem die beiden Bchnelden-" 
den Geraden nicht eine Hyperbel in zwei Punkten > sondern 
diese und ihren Gegenschnitt in je einem Punkt treffen, und 
welcher auf IH. 36. zurückführt (Fig. 2230- 

§. 14. Lehrsfttz 14. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel eine diese in zwei Punkten schnei- 
dende Gerade und eine Parallele mit der andern Asymptote 
gezogen werden, und wenn in ersterer der dem äusseren zu- 
geordnete vierte harmonische Punkt bestimmt, letztere aber 
über ihren Durchschnittspunkt mit der Hyperbel um sich 
selbst verlängert wird, so Ist 'die Verbindungslinie der so 
erhaltenen Punkte parallel der ersten Asymptote; triffl die 



^ 141 

I 

Hyperbel in einem Punkt und die Linie von diesem Punkt 
OAQk dem zueret angenommenen ist eine Tangente. 

Folgt aua m. 34. und 35. Fig. 224. 

Hierher gehört auch der Lehrsatz 21. des Apollonius, 
welcher dieselbe Eigenschaft für den Fall behandelt, in 
welchem die schneidende Gerade nicht eine Hyperbel in 
zwei Punkten, sondern sie und ihren Gegenschnitt in je einem 
Punkte trifft (Flg. 225.). 

§. 22. Lehrsata^ 22- Wenn von einem Punkt inner* 
halb oder ausserhalb des Asymptotenwinkels zwei gerade Linien 
gezogen, werden, deren eine die eine Hyperbel oder die Gegen- 
schnitte in zwei Punkten schneidet, deren andere der einen 
Asymptote parallel ist, und wenn in ersterer der dem äusseren 
Funkt zugeordnete vierte harmonische Punkt bestimmt, letztere 
aber um sich selbst verlängert wird, so schneidet die Verbindungs- 
linie der so erhaltenen Punkte die Hyperbel oder die Gegen- 
sohnitte in zwei Punkten und die von diesen Punkten nach dien» 
zuerst angenommenen Punkt gezogenen Linien sind Tangenten. 

Beweis beruht auf IH. 30. 31* 37. 39. Fig. 226. 

§. 23. Lehrsatz 23. Wenn von einem Punkt inner- 
halb oder ausserhalb des Asymptotenwinkels zweier Qe^ 
genschnitte Parallelen mit den Asymptoten gezogen und über 
ihre Purchschnittspunkte mit denselben um sich selbst ver- 
längert werden, so trifft die Verbindungslinie der so erhal- 
tenen Endpunkte die eine Hyperbel oder die Gegenschnitte 
in zwei Punkten und die von diesen Punkten nach dem 
zuerst angenommenen Punkt gezogenen Linien sind Tan- 
genten. 

Beweis beruht auf HI. 30. und 31. Pig. 227. 

§• 24^ liehrsatz 24. Zwei Kegelschnitte können nicht 
ao beschaffen sein^ dass sie sich in einem Theile ihres Um- 
fangs deckten, in dem andern aber auseinandergingen. 

Sei ABCf wenn es möglich ist , der gemeinschaftliche Fig. 228. 
Theil zweier Kegelschnitte,, welche sich jenseits A in die 
beiden Theile AD, AE trennen, so ziehe man von A aus die 
Sehne ^ZiT in den gemeinschaftlichen Theil und von einem andern 
Punkt C desselben, der aber ausserhalb des gemeinschaftlichen 
Segments über AH angenommen ist, eine Parallele mit AH, 
welche die bei A auseinandergehenden Zweige in zwei ver- 
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schiedenen Punkten D und E treffen muss. Zieht man nun 
in dem gemeinBchaftlichen Segment über AH eine mit AH 
parallele Sehne IK und verbindet deren Mitte L mit der 
Mitte G von AHy so muss die Linie LG (L 47.) auch die 
Mitten von CD sowohl als von CE treffen, was unmöglich 
ist. Also können nicht zwei Kegelschnitte sich in einem 
Theile decken^ in einem andern aber auseinandergehen. 

§• 25. Lehrsatz 25. Zwei Kegelschnitte können sich 
nicht in mehr als in vier Punkten schneiden. 

Wenn es möglich ist, dass zwei Kegelschnitte mehr als 
vier Durchschnittspunkte haben, so seien Aj B, C, D, E fiinf 
auf einander folgende, d. h. fünf solche, dass kein anderer 
Durchschnittspunkt zwischen ihnen liegt. 
Flg. 229. Verbindet man nun A mit B und C mit D, so werden 

diese Linien einander entweder ausserhalb der Kegelschnitte 
schneiden oder parallel sein müssen. Treffen sie sich also 
erstens in L, so ziehe man LE und bestimme in LBA sowohl 
als in LCD die dem Punkt L zugeordneten vierten harmo- 
nischen Punkte F und 6, und verbinde F mit G, so muss diese 
Linie LE in einem Punkt H treffen, und bestimmt man nun 
in der Linie LHE zu diesen drei Punkten den dem Punkt E 
zugeordneten vierten harmonischen Punkt Af, so muss, da 
beide Kegelschnitte die Gerade LE zum zweiten Mal treffen 
müssen (s. Anm.), dieser Punkt der beiden Kegelschnitten 
gemeinschaftliche Schneidungspuukt sein und in dem Bogen 
zwischen B und C liegen, was gegen die Annahme ist. 
Flg. 230. Wäre zweitens AB und CD parallel, so verbinde man 
ihre Mittelpunkte F und G und ziehe von E eine Parallele 
mit AB, die FG in H schneidet'; verlängert man nun EH um 
sich selbst, so muss der so erhaltene Punkt beiden Kegel- 
schnitten angehören und zwischen B und C liegen, was gegen 
die Annahme ist. 

Mithin ist bewiesen, dass zwei Kegelschnitte sich nicht 
in mehr als vier Punkten schneiden können. 

Anm. Dass eine gerade Linie einen Kegelscknitt nur in zwei Pankten 
treffen kann, ist oben bewiesen, und daraus folgt, dass die zwischen D und A 
befindlichen Theile beider Kegelschnitte und also auch der Punkt JS innerhalb 
des Winkelraums ALD sich befinden müssen, folglich muss die Gerade JSL 
jeden zwischen B und C die Schenkel des Winkels verbindenden Zug noth- 
wendig schneiden, woraus vielleicht das oben Gesagte noch klarer wird« 
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§. 26. Lehrsatz 26. Wenn zwei Kegelschnitte sich 
in einem Funkt berühren; so treffen sie sich ausserdem 
höchstens in zwei Punkten. 

Sei A ein Punkt, in welchem sich zwei Kegelschnitte 
berühren/ und B und C zwei Schneidungspunkte von der Art, 
dasB weder zwischen A und B, noch zwischen B und C ein 
anderer gemeinschaftlicher Punkt der Kegelschnitte sich be- 
findet. Sei nun, wenn es möglich ist, D noch ein gemein- 
schaftlicher Punkt jenseits C, und ziehe man in A die beiden 
Kegelschnitten gemeinsame Tangente, welche mit der Geraden 
BC entweder in einem Pimkt L zusammentrifft oder dersel- 
ben parallel ist. 

Sei nun das erstere der Fall, so bestimme man in LBCTig* ssi. 
den L zugeordneten vierten harmonischen Punkt F und ziehe 
AFy dann muss AF die DL in einem Punkt H schneiden, 
und bestimmt man nun in der Geraden DHL den dem Punkt 
D zugordneten vierten harmonischen Punkt M, so muss die- 
ser beiden Kegelschnitten angehören und zwischen A und B 
Hegen, was gegen die Annahme ist. 

Wäre aber BC mit der Tangente in A parallel, so ziehe 
man von seiner Mitte F nach A und von D eine Parallele 
mit BCy die AF in H trifft; verlängert man nun DH um sich 
selbst, so erhielte man wieder einen Punkt, der beiden KegeL 
schnitten gemeinschaftlich ist und zwischen A und B liegt, 
was gegen die Annahme ist. 

Also können zwei Kegelschnitte, die sich in einem 
Punkt berühren, ausserdem höchstens zwei Punkte gemein 
haben. 

§. 27. Lehrsatz 27. Wenn zwei Kegelschnitte sich 
in zwei Punkten berühren, so können sie in keinem andern 
Punkt zusammentreffen. 

Seien A und B zwei Punkte, in denen sich zwei Kegel- 
schnitte berühren, so treffen die in ihnen gezogenen gemein- 
schaftlichen Tangenten sich entweder in einem Punkt L oder 
sie sind paralleL * 

Sei also ersteres der Fall und, wenn es möglich ist, Cpig. 232. 
noch ein gemeinschafüicher Punkt der Kegelschnitte in dem 
Theil des Baums ausserhalb des Dreiecks LAB, so ziehe 
man CL, welche AB in H schneidet, und bestimme zu den 
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drei Punkten C, H, L den dem C zugeordneten vierten har- 
monischen Punkt M^ dann müsste dieser beiden Kegelflchnit- 
ten angehören, was gegen den vorigen Satz ist 

Fig. 233. Sei zweitens C ein gemeinschaftlicher Punkt innerhalb 

des Baums LAB, dann ziehe man von C eine Parallele mit 
AB, welche die von L nach der Mitte F von AB gezogene 
Linie in einem Punkt H schneidet, und verlängere CH um 
sich selbst, so muss der so erhaltene Punkt beiden K^el- 
schnitten gemeinschaftlich sein, was ebenfalls gegen den vo- 
rigen Satz ist. 

FJg. 234. Sind endlieh die Tangenten in A und 5 parallel, so ist 

nach n. 27. AB ein Durchmesser beider Kegelschnitte, und 
gä|>ö es nun noch einen gemeinschaftlichen Punkt C dersel- 
ben, so müsste, wenn von C an den Durchmesser eine Ordi- 
nate gezogen und um sich selbst verlängert würde, noch eitk 
gemeinschaftlicher Punkt beider Kegelschnitte erhalten wer" 
den, was ebenfalls gegen den vorigen Satz ist. 

Also haben zwei Kegelschnitte, die sich in zwei Punk- 
ten berühren, ausserdem keinen gemeinschaftlichen Punkt. 

§. 28. Lehrsatz 28. Zwei Parabeln können nicht mehr 
als einen Berührungspunkt mit einander haben. 

Fig. 235. Seien, wenn es möglich ist, A und B zwei Berührungs- 
punkte zweier Parabeln, so ziehe man in ihnen die Tangöi- 
ten, die sich in L treffen, und verbinde L mit der Mitte F 
Yon. AB, dann müsste die Mitte v.on LF (nach L 35» und 
II. 29.) ein beiden Parabeln gemeinschaftlicher Punkt sein, 
was gegen den vorigen Satz ist. 

§. 29. Lehrsatz 29. Eine Parabel, die ausserhalb 
einer Hyperbel liegt, kann diese nicht in zwei Punkten be- 
rühren. 

Fig. 236. Seien, wenn es möglich ist, A und B zwei Berührungs- 

punkte einer Hyperbel mit einer ausserhalb befindlichen Pa- 
rabel, so ziehe man in A und B die gemeinschaftlichen Tan- 
genten, die sich in L schneiden, ziehe von L nach der Mitte 
* F von AB, so muss LF ein Durchmel^ser sein und also den 
Mittelpunkt C der Hyperbel treffen, ferner jeden der beiden 
Kegelschnitte zwischen L und F in einem besondern Punkt, 
zuerst die Parabel in G und dann näher an F die Hyperbel 
in M schneiden. Nun ist LGzzzGF (I. 35.) und LCi CM 
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= CM : CF (I. 37.), also auch ML:FM = CL: CM und alsd 
FM'> ML, welches der andern Folgerung LG= GF wider- 
spricht; also kann eine Hyperbel von einer ausserhalb lie- 
genden Parabel nicht in zwei Punkten berührt werden. 

§. 30. Lehrsatz 30. Eine Parabel kann eine Ellipse 
oder einen Kreis nicht in zwei Punkten von innen berühren. 

Seien, wenn es möglich ist, A und B zwei Berührungs- Fig. 237. 
punkte einer Ellipse und Parabel, so dass der durch AB be- 
gränzte Parabelabschnitt innerhalb der Ellipse liegt. Man 
ziehe in A und B die Tangenten, welche sich in L schnei- 
den und von L nach der Mitte F von AB eine Linie, die 
zuerst die Ellipse in M und dann näher an F die Parabel 
in G so wie weiterhin den Mittelpunkt C der Ellipse (IL 29.) 
triffib. Nun ist FG=GL (L 35.) und CF:CM=CM:CL 
(L 37), also FM:ML=CF:CM nuA folglich FM<:ML, . 
welches der andern Folgerung FG == GL widerspricht ; also 
kann eine Ellipse von einer Parabel nicht in zwei Punkten 
von innen berührt werden. 

§. 31. Lehrsatz 31. Zwei Hyperbeln, welche den- 
selben Mittelpunkt haben, können sich nicht in zwei Punkten 
berühren. , 

Seien, wenn es möglich ist, A und B die Berührungs- Fig. ass. 
punkte zweier Hyperbeln, welche denselben Mittelpunkt C 
haben. Man ziehe in A und B die Tangenten, die sich in 
L schneiden, so trifft die Linie von L nach der Mitte F von 
AB sowohl das Centrum C als jede Hyperbel zwischen L und 
F in einem besondem Punkt G und Jkf, und dann müsste 
nach L 37. sowohl CM^ = CL-CF als CG^ = CL - CF sein, 
was unmöglich ist. 

§. 32. Lehrsatz 32. Wenn eine Ellipse eine andere 
oder einen Kreis von demselben Mittelpunkt in zwei Punkten 
berührt, so geht die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
durch den Mittelpunkt. 

Seien A und B die Punkte, in denen sich zwei Ellipsen pig. 239. 
von demselbien Mittelpunkt C berühren. Ginge AB nicht 
durch den Mittelpunkt, so müssten die Tangenten A und B 

r _ _ 

sich in einem Punkt L treffen (H. 27.) ; zöge man dann von 
L nach der Mitte F von AB eine Linie, welche sowohl das 
Centrum C als jede Ellipse in einem besondern Punkt G, M 

Apolloniasy Eegolsclmitte. 10 
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trifft; 80 entsteht wieder d^r Widergpruch, dass CG^ =i CF 
• CL und auch CM^ »p CF • CL sein mtisste. 

§. 33. Lehrsatz 33* Ein Kegelschnitt kann einem an- 
dern, der nicht naöh derselben Seite zu hohl ist, in nicht 
mehr als zwei Punkten begegnen. 

Anm. Durch jede Sehne eines Kegelschnitts entstehen bei Parabel und 
Hyperbel ein begranzter Bogen, der seine hohle Seite nach der Sehne zukehrt, 
bei der Ellipse zwei begränzte Bogen auf jeder Seite der Geraden, welchiO 
gleichfalls ihre Krümmangen von beiden Seiten her der Geraden zukehren; 
schneiden sich also zwei Kegelschnitte in zwei Punkten, so lässt sich durch de- 
ren Verbindungslinie leicht entscheiden, ob die auf derselben Seite liegenden 
Bogen ihre Krümmung nach derselben Seite zukehren oder nicht. 

Fig. 240. Seien A, By C drei gemeinschaftliche Punkte zweier Ke- 

gelschnitte und zwar so, dass B in dem durch A und C be- 
gränzten Bogen liegt, so müssen, da ABC ein beiden Kegel- 
^ schnitten einbeschriebenes Dreieck ist^ diese ihre Höhlung 
derselben Seite von AC zukehren, w. z. b. w. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn ein Kegelschnitt oder ein 
Kreis einem von zwei Gegenschnitteo in zwei Punkten 
begegnet und die zwischen den Durchschnittspunkten liegen- 
den Bogen nach derselben Seite zu gekrümmt sind, so tref- 
fen die Verlängerungen des ersten Kegelschnitts über die 
Durchschnittspunkte hinaus den zweiten Gegenschnitt nicht. 
Fig. 241. Seien A und B die Durchschnittspunkte eines Kegel- 

schnitts mit einer Hyperbel, so dass die begränzten Bogen 
auf derselben Seite von AB liegen; da nun die Gerade AB 
den zweiten 'Gegenschnitt nicht trifft nach H. 33., so kann 
auch der jenseits dieser Geraden liegende Theil des Kegel- 
schnitts mit dem andern Gegenschnitt nicht zusammenkommen. 

§. 35. Lehrsatz 35r Wenn ein Kegelschnitt oder ein 
Kreis einem von zwei G^genschnitten begegnet, so kann er 
den andern in nicht mehr als zwei Funkten treffen. 
Fig. 242. Seien B, C, D, wenn es möglich ist, drei Schneidungspunkte 

eines Kegelschnitts mit einer Hyperbel, A der Durchschnitt des- 
selben mit dem Gegenachnitt dieser Hjrperbel. Weil nun der 
Kegelschnitt ABCD den Schnitt A trifft, so können die zwi- 
schen B uind C liegenden, l^eipränzten Bogen ihre Krümmungen 
nicht nach derselben Seite zu kehren nach §• 34., wenn das 
aber nicht der Fall ist^ kann ein dritter Schneidungspunkt 
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D nicht vorhanden sein nach § 33; also kann der Kegel- 
schnitt ABC, der den einen Gegenschnitt in A trifft, den 
andern nur in zwei Punkten schneiden. 

§. 36. Lehrsatz 3j5. Ein Kegelschnitt oder ein Kreis 
kann mit einem Paar Gegenschnitteil nicht mehr als vier 
Punkte gemein haben. 

Dies folgt unmittelbar aus d^m vorigen Satz, denn wenn 
ein Kegelschnitt beide Gegenschnitte überhaupt trifft, so ist 
dort gezeigt, dass er keinen in mehr als zwei Punkten* 
sehneidet. 

§. 37. Lehrsatz 37. Wenn ein Kegelschnitt oder ein 
Ejreis einen von zwei Gegenschnitten mit seiner hohlen Seite 
berührt, so kann er den andern nicht treffen. 

Sei A der Punkt, in welchem ein Kegelschnitt eine Hy- Fig. 243. 
perbel mit seiner hohlen Seite, d. h. so dass beide Curven 
auf derselben Seite der Tangente liegen, berührt. Weil nun 
diese Tangente nach IL 33. den andern Gegenschnitt nicht 
larifft, so kann auch der ganz auf der einen Seite derselbei^ 
liegende Kegelschnitt den auf der andern Seite liegenden 
Gegenschnitt nicht treffen. 

§. 38. Lehrsatz 38. Wenn ein Kegebchnitt oder 
Kreis jeden von zwei Gegenschnitten in einem Punkt be- 
rührt, so kann er dieselben in keinem andern Punkt treffen. 

Seien A und B die Berührungspunkte eines Kegelschnitts Fig. 244. 
mit zwei Gegenschnitten, so kann in keinem dieser Punkte 
die Berührung mit der hohlen Seite des Kegelschnitts ge- 
schehen, da sonst derselbe nach dem vorigen Satz den an- 
dern Gegenschnitt nicht treffen könnte. Zieht man also in 
A und B die gemeinschaftlichen Tangenten, so liegt der 
Kegelschnitt ganz zwischen denselben, wenn sie parallel 
sind, und in einem der von ihnen gebildeten Winkelräume, 
wenn das nicht der Fall ist, während die Gegenschnitte 
ganz ausserhalb der angegebenen Räume sich befinden, folg- 
lich kann kein weiterer Schneidungsppnkt Statt finden. 

§. 39. Lehrsatz 39. Wenn eine Hyperbel einer an- 
dern in zwei Punkten begegnet, so dass die zwischen den 
Durchschnittspunkten liegenden Bogen ihre Krümmungen 
gegen einander kehren, so können die Gegenschnitte der- 
selben sich nicht treffen. 

10* 
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Flg. 245. Seien A und B die Punkte, In welchen zwei Hyperbeln 

sich so schneiden, dass die zwischen diesen Punkten liegen- 
den Bogen ihre Krümmungen gegen einander kehren, so 
ziehe man die Gerade ^5; diese kann nun keinen der Ge- 
genschnitte treffen und es muss auf der Seite derselben, 
auf welcher der begränzte Theil einer Hyperbel liegt, auch 
der zugehörige Gegenschnitt sich befinden (H. 33.). Da nun 
die begränzten Theile der Hyperbeln auf verschiedenen Sei- 
ten der Geraden AB sich befinden sollen, so leuchtet ein, 
dass deren Gegenschnitte gleichfalls auf verschiedenen Sei- 
ten liegei;, sich also nicht treffen. 

§. 40« Lehrsatz 40. Wenn eine Hyperbel jeden von 
zwei Gegenschnitten trifft, so kann ihr Gegenschnitt keinem 
derselben in mehr als einem Punkt begegnen. 
Fig. 24G. Seien A^B die Punkte, in welchen eine Hyperbel ACB 

zwei Gegenschnitten A und B begegnet, so wird behauptet, 
dass ihr Gegenschnitt keinem derselben in zwei Punkten be- 
gegnen kann. Träfe er .den Schnitt A in zwei Punkten D 
und jB, so könnte die Gerade DJS nach H. 33. weder den 
Schnitt B noch den Schnitt ACB treffen; dies ist aber un- 
möglich, da diese Schnitte sich in B treffen und also keinen 
Zwischenraum übrig lassen, durch welchen die Gerade DB 
hindurch gehen könnte. 

Auf gleiche Weise kann gezeigt werden, dass der Ge- 
genschnitt von ACB keinen der beiden Schnitte A und B 
berühren kann, da sonst die gemeinschaftliche Tangente auf 
denselben Widerspruch führt wie die Gerade DE, 

§• 41. Lehrsatz 41. Wenn eine Hyperbel jedem von 
zwei Gegenschnitten in zwei Punkten begegnet, so trifft ihr 
Gegenschnitt keinen derselben. 
Fig. 247. Seien -4, B und C, D die Punkte , in welchen eine Hy- 

perbel zweien Gegenschnitten AB und CB begegnet, so wird 
behauptet, dass der Gegenschnitt von ABCD keinen der bei- 
den Gegenschnitte AB und CD in einem Punkt treffen kann. 
Man ziehe die Geraden AB und CD, welche sich in H. 
schneiden. Weil nun AB und CD zwei Geraden sind, deren 
jede die Hyperbel ABCD in zwei Punkten schneidet und so, 
dass nicht ein Durchschnittspunkt einer Geraden zwischen 
die der andern fällt, muss der Punkt H nach H. 25. inner- 
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halb des Asymptotenwinkels von ABCD fallen und der Ge- 
genschnitt von ABCD zwischen den Schenkeln des Scheitel- 
winkels von AHB sich befinden. Weil aber die Gerade AB 
den Gegenschnitt CD nicht trefi'en kann und eben so wenig 
die Gerade CD den Gegenschnitt ABy können diese beiden 
Schnitte in den Scheitelwinkel von AHD gar nicht hinein- 
kommen und folglich auch mit dem Gegenschnitt von ABCD 
keinen Durchschnittspunkt haben. 

§. 42. Lehrsatz 42. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dre in vier Punkten schneidet, so treffen sich die Gegen- 
schnitte dieser Hyperbeln in keinem Punkt. 

Seien A, B, C, D vier Punkte, in welchen sich zwei Hy- Fig. 248 und 
perbeln schneiden, so wird behauptet, dass ihre Gegenschnitte ^^' 
sich nicht treffen können. Wir unterscheiden zuerst die bei- 
den Fälle, in deren erstem man die Punkte A,B,C,D auf 
beiden Hyperbeln in derselben Ordnung so durchlaufen kann, 
dass in dem begränzten Theil einer jeden Hyperbel zwischen 
denselben zwei auf einander folgenden Punkten keiner der 
librigen JDurchschnittspunkte liegt, wie in Fig. 248. und den 
zweiten, in dem das nicht möglich ist. Im ersteren Falle 
nim ziehe man AB und CD, die sich (nach H. 25.) in einem 
Punkt L schneiden müssen, und bestimme in LAB sowohl 
als in LCD die dem Punkt L zugeordneten vierten harmo- 
nischen Punkte P und Q, so trifft die Verbindungslinie von 
PQ nach IV. 9. jede Hyperbel in zwei Punkten und die Li- 
nien von L nach diesen Punkten sind Tangenten. Träfen 
nun die Gegenschnitte der Hyperbeln, welche beide ganz im 
Scheitelwinkel von ALD liegen, sich in einem Punkte JE, so 
ziehe man EL, welche Linie PQ in einem Punkt R treffen 
muss , und bestimme in dieser Linie zu E, L, R den dem 
Punkt E zugeordneten vierten harmonischen Punkt. Dann 
mtisste dieser nach einer leichten Folgerung aus HI. 39. bei- 
den Hyperbeln ABCD angehören und also diese sich noch 
in einem fünften Punkte schneiden, was unmöglich ist. Also 
können ♦ ihre Gegenschnitte sich nicht treffen. Im zweiten 
Fall (Fig. 249.) schneiden sich AB und CD in einem Punkt 
L innerhalb des Asymptotenwinkels der einen Hyperbel und 
AD und BC in einem Punkt M innerhalb des Asymptoten- 
winkels der andern, mithin liegt der eine Gegenschnitt ganz 
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im Scheitelwinkel von ALD, der andere ganz in dem von 
AMB und können einander also nicht tteffen, da diese Schei- 
telwinkel gänzlich ausser einander liegen. 

Anm. Bei Apollonius ist nur der erste Fall behandelt. 

§. 43. Lehrsatz 43. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dere in zwei Punkten so schneidet, dass die begränzten 
Theile beider auf " derselben Seite der entstandenen Sehne 
liegen, und wenn eine dieser Hyperbeln ausserdem noch den 
Gregenschnitt der andern trifft, so trifft ihr Gegenschnitt 
keinen der übrigen Schnitte. 

Fig. 250. Seien Ay B die Punkte, in denen eine Hyperbel eine 

andere auf die oben erwähnte Art schneidet, C ein Punkt, 
in dem sie mit dem Gegenschnitt zusammenkommt, so wird 
behauptet, dass ihr Gegenschnitt keinen der andern Schnitte 
treffen kann. Zieht man die Geraden AC, BC, so liegt die- 
ser Gegenschnitt nach IL 25. ganz in dem Scheitelwinkel 
von ACB. Da aber keine der beiden Geraden AC oder BC 
' weder die Hyperbel AB noch die Hyperbel C in einem fer- 
neren Punkte schneiden kann, so können diese Hyperbek 
in den Scheitelwinkel von ACB nicht hinein kommen tuad 
mithin auch dqn darin befindlicchen Schnitt nicht treffen. 

§. 44. Lehrsatz 44. Wenn eine Hyperbel einer an- 
deren in drei Punkten begegnet, so treffen sich die Ge- 
genschnitte dieser Hyperbeln höchstens in einena Punkt, 
Fig. 251 und Scicn A^ B, C die drei Punkte, in welchen die Hyperbel 
AMBC eine andere ANBC trifft, so wird behauptet, dass die 
Gegenschnitte dieser Hyperbeln einander höchstens in einem 
Punkte treffen. Denn träfen sie sich in zwei Punkten D 
und E, so wäre entweder DE parallel AB oder nicht, 

Fig. 251. Im ersteren Falle verbinde man die Mitten F und G von 

AB und DE, so ist FG nach HI. 36. ein Durchmesser für 
beide Paare von Gegenschnitten, also muss eine von C pa- 
rallel mit AB gezogene Sehne von FG halbirt werden, und 
da dies in beiden Hyperbeln AMBC und ANBC geschehen 
müsste, so hätten diese ausser den Punkten A, B, C noch 
einen vierten Punkt gemein, was dem §. 42. widerspricht. 

Fig. 253, Im zweiten Falle, wenn DE nicht parallel AB wäre, 

verlängere man beide, bis sie sich in F schneiden, und ziehe 
von C eine Parallele mit AB, welche die nöthigenfalls ver- 
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längerte PF in G und die Hyperbeln AMBC und ANBC 
zum zweiten Mal in den Punkten X und Y trifft. Dann 
ist nach Anm. zu m. 19.: 

1) FA'FB:FE'FD=GC'GX:GE'GD und 

2) FA'FB:FE^FD = GC^GY'.GEGDy also 
GX= GYy oder mit andern Worten, GC trifft beide Hyper- 
beln zum zweiten Male in demselben Punkt, was wieder ge- 
gen §. 42. ist* 

§. 46. Lehrsatz 15, Wenn eine Hyperbel einen 
von zwei Gegenschnitten berührt und den andern in zwei 
Punkten schneidet; so trifft ihr Gegenschnitt keinen der bei- 
den andern Gegenschnitte. 

Seien A, B die Punkte, in denen eine Hyperbel AMCyi^, 253». 
eine andere AND schneidet, C der Punkt, in dem sie den 
Gegenschnitt von AND berührt, so wird behauptet, dass 
der G^genschnitt P von AMC keinen der beiden Gegen- 
schnitte AMD und O trifft. Zieht man die Gerade AB und 
die Tangente in C, welche sich in E schneiden, so muss der 
Schnitt P ganz im Scheitelwinkel von AEC sich befinden, in 
welchen keiner der Schnitte AND und O hineinkommen kann, 
wenn nicht drei Schneidungspunkte oder ein Berührungspunkt 
und ein Schneidungspunkt zwischen einer Geraden und zwei 
Gegenschnitten Statt finden sollen. Mithin trifft der Schnitt 
P keinen der Schnitte AND und O. 

Anm. Es ist jedoch noch der in Fig. 253b. dargestellte Fall möglich, 
in welchem der Berührangspunkt C auf der Hyperbel AMC zwischen den 
SchnttidungspuAkten A und B liegt. In diesem Fall liegt der Gegenschnitt P 
ganz im Scheitelwinkel von ACB^ in welchen keiner der übrigen Schnitte 
hineinkommen kann. 

§. 46. Lehrsalz 46. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dere in einem Punkt berührt und in, awei Punkten schneidet, 
so treffen sich die Gegenschnitte dieser Hyperbeln nicht. 

Seien A der Punkt, in welchem eine Hyperbel eine an- 
dere berührt, B und C die Punkte, in denen sie dieselbe 
schneidet, so wird behauptet, dass die Gegenschnitte sich 
nicht schneiden. Angenommen also, sie träfen sich in D, 
Nun ist entweder die gemeinschaftliche Tangente in A der 
Linie BC parallel oder nicht. 

Im ersteren Falle ziehe man von A nach der Mitte ^Fig. 254. 
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von BCy dann ist AE ein Durchmesser beider Paare von 
Gegenschnitten; und zieht man also von 2> an denselben eine 
Parallele DF mit BC nnd verlängert sie um sich selbst. bis 
Gj so müsste der erhaltene Punkt G gleichfalls beiden Gre- 
genschnitten angehören, was gegen IV. 44. ist. 

Träfe aber EA den Punkt D selbst, so müsste die dort ge- 
zogene Parallele mit BC eine zweite gemeinsame Tangente sein, 
beide Paare von Gegenschnitten hätten also denselben Mit- 
telpunkt und die von B und C gezogenen Durchmesser müss- 
ten gleichfalls zu ihren andern Endpunkten Schneidungspunkte 
der Gegenschnitte haben, was unmöglich ist. 
Fig. 255. Sind aber zweitens BC und die Tangente in A nicht 

parallel, sondern treffen sich in E, so bestimme man in EBC 
den dem Punkt E zugeordneten vierten harmonischen Punkt 
G, ziehe AG und D£, welches AG in einem Punkt L schnei- 
den muss; bestimmt man nun noch in DEL den dem Punkt 
D zugeordneten vierten harmonischen Punkt, so müsste das 
ein gemeinsamer Punkt beider Hyperbeln sein, was gegen 
IV. 26. ist. 

§. 47. Lehrsatz 47. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dere in einem Punkt schneidet und in einem Punkt berührt, 
so können die Gegenschnitte derselben sich höchstens in einem 
Punkt treffen. 

Sei A der Punkt, in dem eine Hyperbel eine andere 
berührt, B der Punkt, in dem sie dieselbe schneidet, so wird 
behauptet, dass die Gegenschnitte sich nur in einem Punkt 
C schneiden können. Gesetzt, sie träfen sich no6h in D, so 
ist CD der Tangente in A entweder parallel oder nicht. 
Flg. 256. Im ersteren Fall ist die Linie von der Mitte F von CD 

nach A ein Durchmesser beider Paare Gegenschnitte und die 
von B daran gezogene Ordinate müsste um sich selbst verlängert 
einen neuen gemeinsamen Punkt beider Kegelschnitte geben, 
was gegen den vorigen Satz ist. 
Fig. 257. Im zweiten Fall treffe CD die in A gezogene Tangente 

im Punkte E, Zieht man nun von B eine Parallele mit der 
Tangente AE, bis sie die verlängerte CD in F trifft, und 
nennt M und N die Punkte, in denen diese Linie BF die 
Hyperbeln zum zweiten Male schneidet, so muss nach Anm, 
zu IIL 19.: 
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EA^ :EC'ED = FB' FMiFC 'FD:==;FB' FN: FC^FD 
Bein, d. h. die Punkte M und N müssen zusammenfallen, 
was nach vorigem Satz unmöglich ist. 

§. 48. Lehrsatz 48. Wenn eine Hyperbel eine andere 
in einem Punkte berührt, so können sich die Gegenschnitte 
höchstens in zwei Punkten treffen. 

Seien A der Berührungspunkt zweier Hyperbeln, B und 
C Durchschnittspunkte ihrer Gegenschnitte, so wird behaup- 
tet, dass kein dritter Durchschnittspunkt D möglich ist. 

Denn es ist entweder BC der Tangente in A parallel 
oder nicht. 

Im ersteren Falle ist die Linie von A nach der Mitte G von Fig. 258, 
BC ein gemeinsamer Durchmesser und die von D an diese ge- 
zogene Ordinate müsste um sich selbst verlängert einen neuen 
gemeinsamen Punkt beider Gegenschnitte treffen, was gegen 
IV. 42. ist. 

Im letzteren Falle treffe die verlängerte BC die in A pig. 259. 
gezogene Tangente in E und eine von D mit BC gezogene 
Parallele dieselbe in F und die beiden Gegenschnitte zum 
zweiten Mal in den Punkten M und iV, so muss nach Anm. 

zu ni. 19. 

EA^ : EB'EC= FA^ : FD • FM= FA^ iFD-FN 
sein, oder die Punkte M und N müssten zusammenfallen, 
was gegen IV. 42. ist. ^ ^ 

§. 49. Lehrsatz 49. Wenn eine Hyperbel jeden von 
zwei Gegenschnitten berührt, so kann ihr Gegenschnitt kei- 
nen derselben treffen. 

Seien A und B die Punkte, in denen eine Hyperbel AB Fig. 260. 
zwei Gegenschnitte A und jB berührt; schneiden sich nun die 
Tangenten von A und B in C, so muss der Gegenschnitt von 
AB ganz in dem Eaum des Scheitelwinkels von AGB sich 
befinden, während die Gegenschnitte A und JB in den Eäu- 
men der Nebenwinkel von ACB liegen, mithin können diese 
Schnitte nicht zusammentreffen. 

§. 50. Lehrsatz 50. Wenn zwei Gegenffchnitte von zwei 
anderen je in einem Punkt berührt werden, indem die sich 
berührenden Schnitte nach gleicher Seite zu gekrümmt sind, 
80 schneiden sich dieselben in keinem andern Punkt. 

ßeien A und B die beiden Punkte, in denen zwei Paarrig. 261, 
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Gegenschnitte einander berühren, und wenn es möglich ist, 
D noch ein . Schneidungspunkt ausserdem. 

Man ziehe in A und B die Tangenten, die sich in E 
treffen, und von E den zweiten Durchmesser, der AB in F 
halbirt. Dann müsst^ die von D an diesen zweiten Durch- 
messer gezogene Ordinate DG um sich selbst verlängert einen 
neuen Durchschnittspunkt der Gegenscbnitte treffen, was ge- 
gen IV. 47. ist. 

Wären die Tangenten in A und jB parallel, so hätten 
beide Paare von Gegenschnitten denselben Mittelpunkt, also 
gäbe ein Durchschnittspunkt D auf der einen Seite sofort 
einen zweiten auf der andern Seite des Mittelpunkts. 

§. 51. Lehrsatz 51. Wenn eine Hyperbel eine andere 
in zwei Funkten berührt, so treffen sich die Gegenschnitte 
dieser Hyperbeln nicht. 
Fig. 262. Seien A, B die Punkte, in welchen sich zwei Hyperbeln 
berühren, und wenn es möglich ist, D der Punkt, in dem 
sich ihre G^genschnitte schneiden. Man ziehe in A und B 
die Tangenten, die sich in E schneiden) zieht man nun die 
, Gerade DE, so muss dieselbe AB in einem Punkt F schnei- 
den, und bestimmt man zu D, E, F den dem Punkt D zu- 
geordneten vierten harmonischen Punkt, so müsste dieser 
nach einer leichten Umkehrung von HI. 39. beiden Hyper- 
beln angehören, was gegen IV. 27. ist. 

§. 52. Lehrsatz 52. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dere berührt, so dass die Krümmungen nach entgegengesete^ 
ten Seiten zu liegen, so treffen die Gegenschnitte dieser Hy» 
|><^belti einattider nicht. 
Fig. 263. Man ziehe die gemeinschaftliche Tangente und dann lie* 
gen die Gegenschnitte auf verschiedenen Seiten derselbeh, 
können einander also nicht treffen. 

§. 53. Lehrsatz 53. Ein PAar Gegenschnitte kann 
von einem andern Paare höchstens in vier Punkten geocluiit'- 
ten werden. 

Da alle einzelnen Fälle, die diese Behauptung einschliesst, 
schon in den früheren Sätzen enthalten sind, so besteht der 
Beweis nur in der Aufstellung der einzelnen Möglichkeiten 
und dem Anftlhren des Lehrsatzes, dem jeder einzelne wider- 
«prichl. Seien also A,B und C,D zwei P<aare von G'egen- 
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Bchnitteii; welche einander in fünf Punkten träfen, so unter- 
scheiden wir folgende 14 Fälle. 

£r8 schnitte: 
^ 1) A den C in mehr als vier Punkten; gegen §. 25. 
2) A den C in vier Punkten, B den C in einem Punkt; 

g^en §. 36, 

A den C in vier Punkten, B den D in einem Punkt; 

gegen §. 42* 

A den C in drei Punkten, B den C in zwei Punkten; 

gegen §. 36. 

^ den C in drei Punkten, jB den C in einem Punkt, 

den D in einem Punkt; gegen '§. 40. 

A den C in drei Punkten, M den 2> in zwei Punkten; 

gegen §. 44. 

A den C in zwei Punkten, B den C in zwei Punkten, 

den D in einem Punkt; gegen §. 40. 
S^ A den C in zwei Punkten, B den C in einem Punkt, 

den D in zwei Punkten; gegen §• 40. 

A den C in einem Punkt, B den C in drei Punkten, 

den D in einem Punkt; gegen §. 35. 

10) *^5t den C in einem Punkt, jB den C in zwei Punkten, 
den D in zwei Punkten ; gegen §. 41. 

11) ^ den C in einem Punkt., B den C in einem Punkt, 
den D in drei Punkten; gegen §. 35. 

12) A den C in vier Punkten, den D in einem Punkt; 
gegen §. 36. 

IS) A den C in drei Punkten, den D in zwei Punkten; 

gegen §. 36. 
14) A den C in zwei Punkten, den D in einem Punkt, jB 
den C in zwei Punkten ; gegen §. 40., wie im Beweis 
fdort bemerkt ist. 
Da hierin alle möglichen Fälle enthalten sind, so ist 
^ess^gt, dasiS zwei Paare von Gegenschnitten nicht mehr als 
vier Durchschnittspunkte haben können. 

§. 54. Lehrsatz 54. Wenn ein Paar Gregenschnitte 
mt einem andern einen Berührungspunkt haben, so treffen 
si^ sich ausserdem höchstens in zwei Punkten. 

Auch dieser Satz ist bereits in den früheren enthalten 
imd es lassen sich folgende einzelne Fälle aufstellen, wobei 
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1 
2 



4 
5 

6 



wieder A,B und C,D die beiden Paare von Gegenschnitten 
bedeuten. Wir nehmen in allen Fällen an, dass A den C 
in einem Punkt berührt, so ist zu zeigen, dass ausserdem 
nicht drei Schneidungspunkte möglich sind. 

) Schnitte Ä den C noch in drei Punkten; gegen §. 26. 
) Schnitte A den C in zwei Punkten, den D in einem 

Punkt; gegen §. 37« 
) Schnitte A den C in einem Punkt, den D in zwei 

Punkten; gegen §. 37. 
) Schnitte A den D in drei Punkten; gegen §. 35. 
) Schnitte A den C in zwei Punkten, B den C in einem 

Punkt; gegen §. 37. 
) Schnitte A den C in zwei Punkten, B den D in einem 

Punkt; gegen §. 46. 
) Schnitte A den C in einem Punkt, B den C in zwei 
- Punkten; gegen §. 37. 
) Schnitte A den C in einem Punkt, B den C in einem 

Punkt, den D in einem Punkt; gegen §. 37. 
) Schnitte A den C in einem Punkt, B den D in zwei 

Punkten; gegen §. 47. 
) Schnitte A den C in einem Punkt, den D in einem 

Punkt, B den C in einem Punkt; gegen §. 37. 
) Schnitte A den C in einem Punkt, den D in einem 

Pimkt, B den D in einem Punkt; gegen §. 37. 
) Schnitte A den D in einem Punkt, B den C in zwei 

Punkten; gegen §. 40. 
) Schnitte ^ den D in einem Punkt, B den C in einem 

Punkt, den D in einem Punkt; gegen §. 52. 
) Schnitte A den D in einem Punkt, B den 2) in zwei 

Punkten; gegen §. 40. 
) Schnitte A den D in zwei Punkten, S den C in einem 

Punkt ; gegen §. 45. 
) Schnitte A den D in zwei Punkten, B den JD in einem 

Punkt; gegen §. 45. 
) Schnitte B den C in drei Punkten; gegen §. 35. 
) Schnitte B den C in zwei Punkten, den D in einem 

Punkt; gegen §. 40., wie im Beweis dort bemerkt ist. 
19) Schnitte B den C in einem Punkt, den D in zwei 

Punkten; gegenT§. 40. 
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20) Schnitte B den D In drei Punkten; gegen §. 48. 

Da also kein Fall möglich ist, in welchem zwei Paar 
Gegenschnitte ausser einem Berührungspunkt noch drei Schnei- 
dungspunkte hätten, so ist die Behauptung erwiesen. 

§. 55. Lehrsatz 55. Wenn ein Paar Gegenschnitte 
mit einem andern Paar zwei Berührungspunkte hat so kön- 
nen sie sich in keinem andern Punkte treffen. 

Es könnte: 

1 ) -4 den C zweimal berühren und A den C einmal schnei- 
den; gegen §. 27. 

2) A den C zweimal berühren und A den D einmal schnei- 
den; gegen §. 37. 

3) A den C zweimal berühren und B den C einmal schnei- 
den; gegen §. 37. 

4) -4 den C zweimal berühren und B den D einmal schnei- 
den; gegen §.51. 

5) A den C einmal und den D einmal berühren und A 
den C einmal schneiden; gegen §. 38. 

6) A den C einmal und den D einmal berühren und B 
den C einmal schneiden; gegen §. 49. 

1) A den C einmal, B den D einmal berühren, A den C 

einmal schneiden; gegen §. 50. 
8) -4 den C einmal, B den D einmal berühren, A den 
D einmal schneiden; gegen §. 40. 
Da also kein Fall möglich ist, in welchem zwei Paare 
von Gegenschnitten ausser zwei Berührungspunkten noch 
einen Schneidungspunkt hätten, so ist die Behauptung er- 
wiesen. 



Nachrichten Aber den Codex, 

aas welchem Halley die lateinische Uebersetzung dec Kegelschnitte 

des ApoUonius entnommeQ hat. 



Der ausgezeicbnete 5^ Codex Armachanus" hat am Ein- 
gang des Buches in grosser Schrift den arabischen Titel 
^Buch der Kegelschnitte nach Nasir-eddin von Tus", und so- 
wohl am Anfang als am Ende des fünften, sechsten und sie- 
benten Buches finden sich die Worte: j^Buch des ApoUonius 
über die Kegelschnitte", übersetzt von Thebit ben Corah, 
verbessert von Benl Moses. Am Ende aber befindet sich 
eine Nachschrift, die gleichsam eine kurze Geschichte ist, 
von wessen Hand, an welchem Orte und zu welcher Zeit 
dieser Codex geschrieben ist. Diese Nachschrift ist nach der 
Uebersetzung des Dr. Sike, Professor der orientalischen Spra- 
chen in Cambridge, folgende: „Dies ist die Erzählung, die 
am Ende des Buches niederschrieb der grosse Muley Nasir- 
eddin. Der Schreiber dieser Zeilen, Mohammed Ebn Moham- 
med Ebn AI hasan von Tus vollendete dieses Buch und die Cor- 
rectur dieses Exemplars unter dem Beistand des allgtitigen 
Gottes am 21. Tage deg Monats Dhi 'Ihajje im Jahr 645 
(den 9. März des Jahres 1248). Er hatte angefangen sich 
damit zu beschäftigen am 12. Tage des Monat Babia des 
vorhergehenden Jahres (16. August 1247) und von diesem 
Zeitraum standen ihm nur zwei Dritttheile zu Gebote. Die 
Abfassung der Scholien aber zu diesem Exemplar, die An- 
ordnung und Verbesserung der Figuren beendete Achmed Ebn 
AI7 Abu 'Ifaraj Mohammed mit dem Beipiamen Ebn Ibawwab 
von Bagdad im Monat Moharram 662 (October 1263), lobend 
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Gott für seilte Wohlthaten und betend für seinen auserwähl- 
t&tx Pr^pbeti^n MohaiQiaed und dessen Familie. Ehre sei 
Gott und Friede seinen auserwählten Dienern. Unser Ver- 
trauen und unsere beste Hülfe ist Gott." 

^Vollendet ist dieses Exemplar in der Stadt Maraga 
in der zweiten Ferie am zehnten Tage des Monats Schaaban 
im Jahre 702 (30. März 1303), im persischen Monat Chor- 
d^^l a^l Tage Asmon/' , 

Am Ende des Exemplars ist ausserdem angegeben , wo- 
h^r 69 abgeschrieben ist, und dass der achte Theil des Buches 
nicht in's Arabische übersetzt ist, weil er sich auch nicht im 
Griechischen vorgefunden hat. Hieraus geht hervor, dass 
kaum irgend eiujB Hoffnung auf Wiedererlangung des achten 
]ßuches vorhanden ist. Die Stadt Maraga, in der vor 400 
Jahren (Halley schreibt 1710) dieses schöne Exemplar der 
„Conica" geschrieben sein soll, liegt an der Gränze Me- 
diens und Assyriens ,' unter 82** östlicher Länge und 31^^ 
nördlicher Breite, die Stadt Tuä, woTier Nasir eddin stammt, 
beinahe in derselben Breite unter 92^® östlicher Länge, 
während Bagdad 80® Länge hat nach den Tafeln von 
Graves. 



Fipiftes Buch des ApoUonius von Perga über 

Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Attalus. 

In diesem fünften Buch habe ich Sätze über die läng- 
sten \md kürzesten Linien, die von einem Punkt an den 
Umfang eines Kegelschnitts gezogen werden können, zusajn, 
naengestellt. Man müss aber wissen, dass diejenigen, welche 
vor mir oder zu meiner Zeit lebten, die Lehre von den kür- 
zesten Linien nur kurz behandelt ui^d nur bewiesen haben, 
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welche Linien die Kegelschnitte beiüiren und welche Eigen- 
schaften diesen Tangenten zukommen. Aber hiervon habe 
ich im ersten Buch gehandelt, woselbst ich jedoch die Lehre 
von den kürzesten Linien übergangen habe. Ich hatte vor, 
auch bei der Behandlung dieses Gegenstandes dieselbe Ord- 
nung inne zu halten, die ich bei den vorausgeschickten Ele- 
menten der drei Kegelschnitte beobachtet habe, nämlich. auf 
jeden beliebigen Durchmesser der Schnitte Rücksicht zu neh- 
men; weil aber die Eigenschaften, die dann zu betrachten 
wären, zu zahlreich sind, so habe ich jetzt nur unternommen, 
das zu zeigen, was sich auf die Achsen oder Hauptdurch" 
messer bezieht. Die hierauf bezüglichen Sätze aber über die 
kürzesten Linien habe ich sehr genau eingetheilt und in Ord- 
nungen unterschieden und dann die vorerwähnten Sätze über 
die längsten Linien hinzugefügt. Das so Behandelte ist für 
die dieser Wissenschaft Beflissenen besonders nothwendig so- 
wohl zur Eintheilung und zur Determination als zur Con- 
struction der Aufgaben, abgesehen davon, dass dieser Gegen- 
stand zu den Dingen gehört, welche würdig sind, um ihrer 
selbst willen betrachtet zu werden. Lebe wohl! 

§§. 1 — 3. Lehrsatz 1 — 3. Wenn bei Hyperbel oder 
Ellipse im Scheitel einer Achse ein Loth gleich dem halben 
zugehörigen latus rectum errichtet und dessen Endpunkt mit 
dem Mittelpunkt des Kegelschnitts verbunden wird, so ist 
das Quadrat einer beliebigen Ordinate an dieser Achse gleich 
dem doppelten des Vierecks, das diese Ordinate mit den vor- 
genannten drei Linien bildet. 

Sei AB eine Achse einer Hyperbel oder Ellipse, AD ein 
Loth darauf in A gleich dem halben zugehörigen latus rec- 
tum und CD gezogen. Sei ferner vom Punkt E des Kegel- 
schnitts die Ordinate EF an die Achse gezogen, welche CD 
in G schneidet, so wird behauptet: 

EF^ == 2ADGF. 
Fig.264mid Erster Fall (S. 1. des Ap.). Die Ordinate EF triflPt 
^^ * diejenige Halbachse CA oder bei der Hyperbel die Verlän- 
gerung derjenigen Halbachse CA, auf deren Endpunkt A das 
Loth errichtet ist. 

Constr. und Beweis. Man verlängere AD um sich 



r 



161 

selbst bis H, ziehe BH, das die Ordinate EF oder deren 
Verlängerung in / trifft, und vollende das Rechteck AFIKy 
so ist nach I. 12. und I. 13.: 

, EF^ = AFIK] aber dass 
AFIK= 2ADGF, erhellt, weil 
AD = DH=GI und folglich auch GF=DKht, mithin ist 
gezeigt, dass: 

JBjP = 2AFGD. q. e. d. 

Zweiter Fall (S. 2. des Ap.). Die Ordinate trifft Fig. »ee. 
das Gentrum C, dann ist CE^ =2/\ACD. 

Es ist, übrigens unter Beibehaltung der obigen Bezeich- 
nungen CE^=ACID nach I. 12 und 13., mithin, wie von 
selbst einleuchtet, CE^=2/\ACD. 

Dritter Fall (S. 3. des Ap.). Die Ordinate EF trifft rig. 267. 
die Hälfte CB der Achse oder deren Verlängerung, auf deren 
Endpunkt das Loth nicht errichtet ist. 

In diesem Fall ist zu beweisen, dass EF^ gleich dem 
doppelten Unterschied der Dreiecke CAD und CFG ist, denn 
dass dieser Unterschied für den Inhalt des Vierecks AFGD 
in diesem Falle gesetzt werden muss, ist bekannt. Seien 
dieselben Bezeichnungen als oben beibehalten und werde noch # 
in B ein Loth errichtet, das die verlängerte DC m L trifft, so 
ist nach Fall L: 

EF^ = 2BLGF= 2/\BLC— 2/\fGC, 
da aber ^BLC congruent dem /\ CAD ist, folgt, dass 

EF' = 2/\CAD — 2/\CFG. q. e. d. 

§. 4 Lehrsatz 4. Wenn auf der Achse einer Parabel 
vom Scheitel nach innen zu ein Stück gleich der Hälfte des 
latus rectum abgeschnitten wird und von dem so erhaltenen 
Punkt Linien an den Umfang der Parabel gezogen werden, 
so ist die kürzeste derselben die nach dem Scheitel gezogene 
und von je zwei übrigen diejenige die kürzere, welche dem 
Scheitel näher liegt. Das Quadrat einer jeder dieser Linien 
übertrifft das Quadrat der kürzesten um das Quadrat der 
Abscisse, welche durch die von ihrem Endpunkt gefällte Or- 
dinate auf der Achse entsteht. 

Sei FECBA eine Parabel und auf der Achse nach innen rig. 268. 
zu ein Stück AO gleich dem halben latus rectum abgeschnit- 
ten, seien femer von an den Umfang der Parabel die 

ApoUoniaSi Kegelichnitte. XX 
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Lixueu Oj5) OC^ die Ordinate OE und jenseit derselben noch 
OF gezogen^ so ist zu zeigen: 

OA<::OB<OC<OE< OF. 
Man ziehe noch von den Punkten B^ C, F die Ordina- 
ten BG, CA,, Fl 

Nun ist nach L 11«: 

BG2 = 2 .4G . 240 == 2 ^G . GO + 2 AO^, 
mithin ist: 
052 = 0G2 + 5G2 = OG^ + 2-4G • GO + 2AG^ 
' =(0G + AGy + AG^ = OA^ + AG^. 
Auf gleiche Weise ist OC^ = OA^ + AIP. 
Ferner ist OE^ = 20-4^ = OA^ + OA^ und endlich ist 
OF^ = OP + FP = OP + 20A ' AI = OP +201 *0A 
-^20A^ = (07+ 0^)2 + 0^2 == 7^2 ^ 0^2^ 

mithin ist die Behauptung vollständig erwiesen. 

§. 5. Lehrsatz 5. Wenn auf der Achse einer Hyper- 
bel vom Scheitel nach inneu zu ein Stück gleich dem halben 
latus rectum abgeschnitten wird, so gelten für die von dem 
so erhaltenen Punkt an den Umfang der Hyperbel gezogenen 
Linien dieselben Behauptungen als bei der Parabel. Nur ist 
^er Ueberschuss des Quadrats einer solchen Linie über das 
Quadrat der kürzesten gleich einem Rechteck über der zu- 
gehörigen AbscissC; welches ähnlich ist dem aus der Haupt- 
achse und aus der Stumme dieser und des latus rectum ge- 
bildeten und zwar sO; dasgdie Abscisse der Hauptachse ent- 
spricht. 
Fig. 269. Sei eine Hyperbel FEBA gegeben und vom Scheitel 
A auf der Hauptachse nach innen zu ein Stück AO gleich 
dem halben latus rectuni AD abgeschnitten, von aber die 
Ordinate OE so wie die Linien OB, OF diesseit und jenseit 
der Ordinate an den Umfiuig gezogen, so wird behauptet: 

1) OA <: OB <: OE <z OF, 

2) 0^2 _ 0^2 ^ ^g2. ^^^^^^^ > 

Man ziehe die Ordinaten BG, FI so wie die Linien CD, 
OD-, welche entweder selbst oder in ihren Verlängerimgen von 
BG in den Punkten K und L, von FI in P und Q geschnit- 
ten werden, nenne N den Durchschnitt von EO mit GP und 
fälle endlich das Loth DM von D auf GK, 
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Nim ist nach §. 1.: 

1) BG^=2AGKD, 

2) da OG^GL ist, OG^ = 2 /\^OGLy mithin 

3) OB^ = 002 + BG^ = 2'AGKD + 2 A OGL 
= 2/\0AD + 2/\DLK^ OA^ + Ditf • LJC. 

Weil aber 0^4 = .42), ist auch DM = Lüf, und da 
DM:MK=zCA:AD, ist auch BJä : LIt z=: CA : CA + AD, 
und setzen wir statt DM das gleiche -4G, so erhalten wir 

OB^ = OA^ ^ AG^ ' -^^^^^^ . 

Auf ganz gleiche Art erhalten wir auch die Zeilen 

OE^ = OA^ + 2/\D0N, OF^ = OA^ + 2/^,DQP oder 
Oi;2 = OA^ + OA'ON , 0^2 = 0Q2 + ^i/.^P, 

und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke DLK, DON, DQP 
ergiebt sich ON:OA — QP: AI = LK: AG= CA + ADiCA. 
Da also die Rechtecke, um welche die Quadrate der Linien 
OjB, OEj OF der Reihe nach das Quadrat von OA tibertref- 
fen, ähnlich sind und eine immer zunehmende Breite haben, 
so erhellt, dass jede folgende dieser Linien länger ist als die 
vorhergehende. 

§. 6. Lehrsats^ 6. Wenn unter denselben Voraus- 
setzungen als in den beiden vorigen Sätzen der Kegelschnitt 
eine Ellipse und die Achse die grosse Achse derselben ist, 
80 gelten gleichfalls die obigen Behauptungen, und es ist 
demnach die längste aller Linien, die von dem erhaltenen 
Punkt an den Umfang gehen, diejenige, welche mit der kür- 
zesten einen Winkel von 180 Grad bildet. Der Ueberschuss 
des Quadrats einer beliebigen über das Quadrat der kürzesten 
Linie ist gleich einem Rechteck über der zugehörigen Abscisse, 
das ähnlich ist dem aus der Hauptachse und ihrem Ueber- 
schuss über das latus rectum gebildeten. 

Es ist unter denselben Bezeichnungen als oben möglich, den Fig. 270. 
vorigen Beweis buchstäblich auf die neue Figur anzuwenden bis 
zu der Zeile: OB^ = OA^ -^DM'LK] dann ist wieder wie oben 
DM= LM unä aus der Proportion DM:MK=^ CA : AD erhalten 
wir diesmal DM:LK=z CA : CA — AD, woraus sich leicht ergiebt : 

052 = OA^ + AG^'-^^—^-- 

und dann das Uebrige wie oben gefolgert werden kann. 

11* 
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§. 7. Lehrsatz 7. Wenn auf der Hauptachse eines be- 
liebigen Kegelschnitts vom Scheitel nach innen zu ein klei- 
neres Stück als das halbe latus rectum abgeschnitten wird, 
so ist unter den von dem so erhaltenen Punkt an den Um- 
fang gezogenen Linien die kürzeste die nach dem erwähnten 
Scheitel gezogene und von je zwei übrigen auf derselben 
Seite der Achse befindlichen diejenige länger, welche mit der 
kürzesten den grösseren Winkel bildet. 
Flg. 271. Sei auf der Achse eines Kegelschnitts vom Scheitel A 

nach innen zu ein Stück -4P <:^ abgeschnitten und von P 

an den Umfang auf derselben Seite von PA Linien PBy PC 
gezogen, so ist zu zeigen: 

PA<:PB<PC. 

Man schneide von A aus noch A0 = — auf der Achse 

ab und ziehe OB, OC, AB, BC. 

Nun ist OA < OB nach §. 4 — 6., mithin auch / OBA 

< / OAB, also desto mehr / PBA < / PAB und folglich 
PA < PB. Es ist aber auch OB < OC und folglich / OCB 

< / OBC und also desto mehr / PCB < / PBC, mithin 
PB<iPC. Also ist die Behauptung erwiesen. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn auf der Achse einer Parabel 
vom Scheitel nach innen zu ein grösseres Stück als das halbe 
latus rectum abgeschnitten wird, so ist unter den von dem 
so erhaltenen Punkt an den Umfang gezogenen Linien die 
kürzeste diejenige, deren Projektion auf die Achse gleich 
dem halben latus rectum ist und von je zwei andern auf der- 
selben Seite der Achse liegenden die der kürzesten näher 
liegende die kleinere. Der Ueberschuss des Quadrats einer 
beliebigen dieser Linien über das Quadrat der kürzesten ist 
aber gleich dem Quadrat des Stücks der Achse, das zwischen 
den Fusspunkten der zugehörigen Ordinaten liegt. 
Fig. 272. Sei auf der Achse der Parabel GCA vom Scheitel A 

aus nach innen ein Stück AO^ das grösser als — ist, ferner von 

auf OA ein Stück OB = — abgeschnitten , und in B die 

Ordinate jBC, in O die Ordinate OF errichtet, ferner OC, OD 
zwischen OC und OA^ OE zwischen OC und OF und OG jenseit 
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OFan den Umfang go wie von den Endpunkten dieser Linien die 
Ordinalen DH, EI, GK gezogen, so ist zu zeigen, dass OC<:OD 
und OC<OE<:OF<: OG ist, femer, dass z. B. OD^ — OC^ 
= BH^, woraus dann das Uebrige der Behauptung folgt. 
Es ist 

1) OC^ = OB^ + CB^ = OjB2 + 2 OjB . BA, ferner 

2) OD^ = Om + Dm = [OB + BH)^ +2 OB AH 
=0B^ + 20B 'BH +Sjff2 + 20B 'AH= OB^ + 205 'BA-\-BH^, 

ebenso 

3) OE^ = 0/2 + E/2 = (50 _ 5/)2 J^ 2 OB 'AI 

= OB^'-20B'BI+BP']-20B'AI=OB^+20B.BA + BI^, 

4) OF^ = 20B'OA=2 0B^ + 20B'BA 

=zOB^+20B'BA+OB^, 

endlich , 

5) OG^ = OK^ + GK^ = (ÄiT— OB^ + 20S • AK=BK^ 
— 20B'BK+0B^ +20B'AK=0B^ +20B'BA + BK^. 

Aus der Vergleichung der so erhaltenen Schlusswerthe 
von OC^, OD^y OE^, OF^, OG^ ergiebt sich von selbst die 
Richtigkeit der Behauptung, dass OC die kürzeste imter allen 
diesen Linien ist, und aus den zwischen den Quadraten von 
OD, OE, OF, OE und dem von OC erhaltenen Unterschie- 
den JBjHT^^ BP, BO^, BIP erhellt von selbst, dass von zweien 
dieser Linie diejenige kürzer ist, welche OC näher liegt. 
Auch die auf verschiedenen Seiten von OC liegenden Linien 
lassen sich mit Hülfe dieser Unterschiede leicht .vergleichen. 

Anm. Es ist gnt die Bemerkung hinzuzufügen, dass 0^ ein Maximum 
unter den benachbarten Linien ist, so dass unter allen von an den ganzen 
Umfang der Parabel gehenden Linien ein Maximum umgeben von zwei Mini- 
mis sich findet, jenseit welcher die Linien auf beiden Seiten in's Unendliche 
wachseD. 

§. 9. Lehrsatz 9, Wenn auf der Achse einer Hy- 
perbel vom Scheitel nach innen zu ein Stück grösser als das 
halbe latus rectum abgeschnitten wird, so ist unter den von 
dem so erhaltenen Punkt auf einer Seite der Achse an den 
Umfang gezogenen Linien die kürzeste diejenige, deren End- 
punktsordinate die Achse so trifft, dass das Stück der letzte- 
ren vom Mittelpunkt bis zum Fusspunkt der Ordinate zu dem 
von diesem Fusspunkt bis zum Ausgangspunkt der Linien 
sich verhält wie das latus transversum zum latus rectum» Von 
je zwei andern auf derselben Seite dieses Minimums befind- 
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liehen Linien i&t die dem Mi(nimum nähere kürzer. Der 
Uebersohnss des Quadrats eii^er beliebigen dieaer Linien über 
das Quadrat der kürzesten ist gleich Einern Bechteok über 
dem Stück der Achse, das zwischen den Fuenpunkten der 
zugehörigen Ordinaten liegt, das ähnlich ist dem aus dem 
latus transYßrsum und der Summe desselben imd des latus 
rectum gebildeten. 
Fig. 273. Sei ^'Uf der Achße einer Hyperbel HFA vmm iSpheitel A 

aus nach innen das Stück ^0> ~ abgeschnitten und werde das 

Stück CO durch eine^ inneren Punkt ß so getl\eilt, dass, wenn 
AL das in A errichtel^e halbe l^tus i:ec.tum ist, die Proportion 
CB:BO=CA:AL Statt ;findet^ werde dann in B die Ordinate 
BD, in O die Ordinate OGj ferner OD und zwischen 0Z> und CA 
OEy zwißchen OD un4 OG OF, jepseit OQ OH an den Um- 
fang, so wie 4iß Ord^n^ten Ely FrB, HW gezogeai, ^o wird 
behauptet, dass OD die Jtürze^te unter den vo^ .an die 
Hyperbel gezogenen Qeraden ist und dags z. ^. 

OE^ — OD^=BP^ ^^^^ , 

woraus dann die übrige Behauptung sich ergiebt. 

Man ziehe CL, das die verlängerten EI, DB, FR, GO, 
HW in M, N, S, V, X trifft, femer ON, das die nöthigenfalls 
verlängerten £/, FR, HW in P^ T, Y trifft, und fälle von N 
das Loth QNU auf IP und RS. 

Nun ist 

CB : B0 = CA:Al=CB: BN, 
folglich BO = BN und' deshalb auch NQ ^ QP. Es ist aber 

1) OD^ = OB^ +BD^ = 2/\OBN^2ALNJB=20NLA, 

2) 0JS2 = 0/2 + JB/2 = 2 A 0/P+ 2 ALMI= 2 ONLA 

+ 2AMm 

3) OF^ = OR^ +FR''=2Z:^ORT+2ALSR = 20NLA 

' +2/\TNS, 

4) 0G2 =2 0ALV=2 0NLA-]-2 /\0NF, 

5) Om = OW^ + Hm=2/\OYW+2AL2CW 

= 2 ONIA + 2 A NXY. 

Aus der Vergleichung der so erhaltenen Endwjerthe von 
OE^, OF^, OG^, OH^ mit dem von OD^ ergiebst «Ich, dass 
gie sämmtUcb grösser als das letztere sind und dass die be- 
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treffenden unterschiede gleich den doppelten ähnlichen 
Dreiecken MNP, TNS, ONV, YNX uind. In elftem dieser 
Dreicke JJßVP haben wir aber die Ftoportiön NQ: MQ = CA 
:JL, miihmNQiNQ + MQ oder NQ: MP=:= CA". CA +AL, 

miihm2/\MNP=NQ'MP==^BT^^?^^-^^', und ähnlich für 

dife übrigen Öreieck^. Mithin ist die gaUze Biehäuptung 
erwiesen. 

§. IQ. . Lehrsatz 10. Wenn arif der grossen Achse 
einer Ellipse vom Scheitel nach innen zu ein grössere^ Stück 
als das halbe latus rectum abgeschnitten wird^ so ist unter 
den von dem so erhaltenen Punkt ah den auf einer Seite der 
Achse befindlichen Theil des Umfangs gezogenen Linien die 
kürzeste diejenige; deren Endpunktsordinate die Achse zwischen 
dem oben genannten Scheitel und deim Ausgangspunkt der 
Linien so trifft, dass das Stück vom Mittelpunkt bis zum 
FBsspunkt der Ordinate zu dem von diesem Fusspunkt bis 
zum Ausgangspunkt der Linien sich wie die grosse Achse 
zu ihrem latus rectum verhält. Von je zwei andern auf der- 
selbien Seite dieses Minimums liegenden Linien ist die dem- 
selben nähere kürzer. Der Ueberschuss des Quadrats einer 
solchen Linie über das der kürzesten ist gleich einenvKechteck 
über dem Stück der Achse ; das zwischen den zugehörigen 
beiden Ordinaten liegt, welches ähnlich ist dem aus der 
grossen Achse nnd ihrem Ueberschuss über das latus rectum 
gebildeten Rechteck. 

Sei auf der grossen Achse einer Ellipse vom Scheitel Fig. 274. 
A nach innen zu ein Stück AO grösser als das halbe latus 
rectum AL abgeschnitten und zwischen O und A ein Punkt 
B so bestimmt, dass CB : BO = CA : AL ist, femer in B die 
Ordinate BD, in O die Ordinate OG errichtet und sowohl 
OD als zwischen OD und OA OE, zwischen OD und OG OF 
und jenseit OG OH an die Ellipse so wie die Ordinaten EI, 
FR^ HW gezogen, so wird behauptet 

1) dasB OD die kürzeste der Linien OD, OB, OF, OG, OHieX, 

2) dass auf jeder Seite von OD die entfernteren Linien 
länger als die näheren sind, 

3) dass z. B. OE^ — OD"" = BI^ . -- ~^— ist. 
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Wir haben wie oben CB:BO=CA:AL= CB : BN und 
deshalb J50 =J5iV sowie in Folge dessen iVQ=QP. Es ist aber 

1) OD^ = OB^ + BD^=2/\OBN+2ABNL=20NLA, 

.2) OE^ = OP +EI^=2/\0IP +2AIML = 20NLA 

+ 2/\MNP, 

3) OF^ = OR'^ + FR^:^2/\ORT + 2ARSL=:20NLA 

+ 2ATNS, 

4) OG^ = 2 AOVL = 2 ONLA + 2 A VNO, 

5) Om = OTF^ + WH^ = 2 A OWY'\' 2 /\ CAL 

— 2^CXW^2 0NLA + 2/\XNY. 

Vergleichen wir die hier erhaltenen Schlusswerthe von 
OE^, OF^, OG^, OEP mit dem von 02)^ so zeigt sich, dass 
sie der Reihe nach um die doppelten Dreiecke MNPy TNS^ 
VNO, XNY grösser sind. Als Höhen dieser Dreiecke lassen 
sich die Geraden BI, BR, BO, 5 fT ansehen, und da iVQ : QM 
= CA:AL und iVQ = QP ist, haben wir NQ:MP=CAiCA 
— AL, mithin 

MP=BI ^^^'^/^\ also 2 A MNP ^ BP ■ ^'^'^/^ ^ q. e. d. 

§. 11. Lehrsatz 11. Unter den vom Mittelpunkt einer 
Ellipse an den Umfang gezogenen Linien ist die kürzeste 
die halbe kleine Achse, die längste die halbe grosse Achse, 
, und von den dazwischen befindlichen Linien jede der kleinen 
Achse nähere kürzer als die entferntere. Der Ueberschuss 
des Quadrats einer beliebigen dieser Linien über das Qua- 
drat der halben kleinen Achse ist aber gleich einem Eechteck 
über dem Stück der grossen Achse zwischen dem Mittelpunkt 
und dem Fusspunkt der zugehörigen Ordinate, das ähn- 
lich ist dem aus dieser Achse und ihrem Ueberschuss über 
ihr latus rectum gebildeten. 

Fig. 275. Sei CB die halbe kleine, CA die halbe grosse Achse 
einer Ellipse, CD, CI zwischen ihnen an den Umfang gezo- 
gene Linien, deren Endpunktsordinaten DEj IK sind, so ist zu 
zeigen, dass CA> CI> CD> CB und, wenn AL das halbe 
latus rectum ist, dass 

CD^ — CB^ =CE^ . — ^^^. 

Man verlängere AL^ bis es gleich CA wird; zum Punkt 
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Fy ziehe CL, CF und verlängere BE, IK, bis sie CL'mG und 
3f, CF in H und N schneiden. Nun ist: 

1) CB2 = 2 A C^5 

2) CD^=:=DE^ -{-CE^ = 2AEGL+2/\ECH=2/\CAL 

+ 2 A ^Gffi; • 

3) C/2 =/jr2 + c^2 ^2 JÄML + 2 A C/Öf ==2 AC'^l^ 

+ 2ACMiv; 

4) C^ 2 ^ 2 A C^^ = 2 A C'.IL + 2 A CLF. 

Aus der Vergleichung der sonach für CB^ , CD^ y CI^, 
CA^ erhaltenen Schlusswerthe ergiebt sich die KIchtigkeit 
des ersten Theils der Behauptung, und da 2 A (^GH^ CE^ • 

— ^ — leicht aus der Proportion CE: GH= CA: CA — AL, 

wie schon in früheren Sätzen ähnlich geschehen ist, abgeleitet 
werden kann, ist auch der zweite Theil der Behauptung erwiesen. 

§. 12, Lehrsatz 12. Wenn auf einer von einem Punkt 
der Achse an den Umfang eines Kegelschnitts gezogenen 
Minimallinie ein beliebiger Punkt angenommen wird, so ist 
unter den von diesem Pnnkt an den Umfang gezogenen 
Linien^ welche die Achse selbst nicht durchschneiden, das 
Stück der Minimallinie selbst die kürzeste und nach beiden 
Seiten hin jede davon entferntere länger als die nähere. 

Sei von einem Punkt O auf der Achse OA eines Kegel- Fig. 276. 
Schnitts die Minimallinie OB an den Umfang und von einem 
Punkt P dieser Minimallinie die Linien PC, PD beliebig an 
den Umfang gezogen, so dass C und D zwischen B und A 
liegen^ so wird behauptet: 

PB<:PC<:PD<:PA. 

Man ziehe die Linien BC, CD, DA, OC, OD. 

Es ist nach Annahme und früheren Sätzen OB < OC 
<ZOD<:OAy mithin auch /_OBC> /^OCB, also desto 
mehr / OBC> /^PCB und folglich PC>PB', auf gleiche 
Weise / OCD > ODC, also desto mehr / PCD > / PDC, 
mithin PD > PC u. s. f. Auf gleiche Weise kann bei Linien 
auf der andern Seite von OB verfahren werden. 

§. 13. Lehrsatz 13. Wenn von einem Punkt der Achse 
einer Parabel eine von der Achse selbst verschiedene Minimallinie 
an den Umfang gezogen wird, so ist der Winkel, den sie nach 
dem Scheitel zu mit der Achse bildet; ein spitzer und das Stück 
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der Acbse, welche« zwischen dem Anfangspunkt und der 
Endpunktsordinate der Minimallinie liegt; ist gleich dem halben 
latus rectum der Parabel. 

Flg. 277. Sei O ein Punkt der Achse OA eintt Parabel, von 

welchem die Minimallinie OS an die Parabel gezogen ist, 
so ist zu zeigen, dass d^r Winkel BOA eih ^pitz^er ist und 
das Stück OC, das die Ordinate BC des Punktes B auf der 
Achse bildet, gleich dem halbem latus rectum ist. 

Es ist zunächst einleuchtend, . dass das Stück OA grösser 
als das halbe latus rectum sein muss, da sonst nach §. 4. 
und §. 7. OA selbst die Minimallinie sein würde und OB 
grösser als OA sein niüsste. Schneidet man nun auf OA ein 

Stück OC = - ab und errichtet in C eine Ordinate, so muss 

diese den Punkt fi treffen, 4^1^^ tJ^^fe sie einen andern Punkt 
E der Parabel, so wäre nach §. 8. OE die Minimallinii^ und 
nicht OB, was gegen die Annahme ist ; also ist Winkel BOG 
ein spitzer und OC gleich dem halben latus rectum. 

I 

§. 14. Lehrsatz 14. Wenn von einem Punkt auf der 
Achse einer Hyperbel eine Minimallinie an den Umfang ge- 
zogen wird, die mit der Achse einen Winkel bildet, so ist 
dieser nach dem Scheitel der Hyperbel zu ein spitzer und 
die von dem Endpunkt der Minimallinie gezogene Ordinate 
theilt die Achse so, dass das Stück derselben vom Mittel- 
punkt bis zum Fusspunkt der Ordinate zu dem von diesem 
Fusspunkt bis zum Ausgangspunkt der Minimallinie sich "Ver- 
hält wie das latus transversum zum latus rectum. 
Fig. 278. Sei vom Punkt der Achse OA einer Hyperbel an diese 

die Mliiimallinie OB und von B die Ordinate BD gezogen, 
so ist zu zeigen, dass Winkel BOA ein spitzer ist und dass, 
wenn C der Mittelpunkt der Hyperbel ist, CD : DO = t:r. 

Es erhellt aus §. 5. und §. 7., dass OA > - sein muss, 

mithin ist CA : OA <t:ry und theilt man CO durch einen 
Punkt Dy so dass CD : DO = ^ : r, so liegt deshalb D zwifeichen 
A und 0. Träfe nun das in D errichtete Loth die Hyperbel 
nicht in B, sondern in S, so wäre nach §. 9. OE die Mini- 
mallinie und nicht OB, was gegen die Annahme ist, mithin 
theilt die von J8 gefällte Ordinate die Achse so, dass CD 
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iDi.O = t:r und es ist der Winkel BOD ein spitzer itls schiefer 
Wxoibel des rechtwinkligen Dreiecks OSD. q. e. d. 

'§. 15. .Lehrsatz 15. Wenn von einem Punkt der 
grossen Achse einer Ellipse eine Minimallinie; die einen 
Winkel mit der Achse bildet, »n den Umfang gezogen wird, 
so ist dieser Winkel nach dem Mittelpunkt zu ein stumpfer ; 
ist aber der Ausgangspunkt der Mittelpimkt selbst, so steht 
die Minimallinie auf der Achse senkrecht. Im ersteren Falle 
trifft die Ordinate vom Endpunkte der Minimallinie die grosse 
Achse zwischen dem zunächst gelegenen Scheitel und dem 
Ausgangspunkt der Linie, so dass das Stück vom Mittel- 
punkt bis zum Fusspunkt der Ordinate zu dem von diesem 
Fnsspunkt bis zum Ausgangspunkt sich verhält wie das latus 
transv^rsum zum latus rectum. 

Der Theil des Satzes, der sich auf die vom Mittelpunkt 
gezogene Xdnie bezieht, folgt unmittelbar durch Umkehrung 
von §. 11. imd der andere Theil wird ebenso bewiesen als 
der vorige Satz. 

§§. 16-18. Lehrsatz 16—18. Wenn auf der kleinen 
Achse eiivsr Ellipse ein Punkt angenommen wird, der von 
einem Scheitel nach innen zu um das halbe zugehörige latus 
rectum entfernt ist^ so ist unter allen von diesem Punkt an 
den Umfang gezogenen I^inien dieses abgeschnittene Stück der 
kleinen Achse selbst die längste, das andere Stück derselben 
die kürzeste und von je zwei andern Linien die dem Maxi- 
mum nähere länger als die entferntere. Der Ueberschuss des 
Quadrats 4er Maximallinie über das Quadrat einer beliebigen 
andern der aiji den Umfang gezogenen Linien ist gleich einem 
Becbteck über dem Stück der Achse vom Scheitel bis zum 
Fusspxmkt der zugehörigen Ordinate, welches ähnlich ist dem 
aus der kleinen Achse und dem Ueberschuss des latus rectum 
über dieselbe gebildeten. 

Wir betrachten zuerst den Fall, in welchem das halbe latus 
rectum kleiner ist als die kleine Achse (§. 16.), dann den, weni;i es 
ihr gleich ist (§. 17), und endlich den, wenn es grösser ist (§. 18.). 

§, 16. Sei also eine Ellipse EAB von solcher Gestalt gege- Pig. 279. 
ben^ dass das halbe latus rectum AL der kleinen Achse AB 
kleii^er ist als diese und sei dasselbe von A aus auf AB abge- 
schnitten zum Punkt 0, femer die Ordinate OE in und in dem 
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Raum EOA die Linie OD mit der Endpunktßordinate DGj 
in dem Raum EOB die Linie OF mit der Endpunktsor- 
dinate FM an den Umfang der Ellipse gezogen, so wird be- 
hauptet: 

1) dass OA > OD > 0E7^0F> OB und 

2) OA^ — OD^ = AG^ ' ^^AC^^ ' 
OA^—OE^=AO^'^^^^^~^, OA^ — OF^ = AM^ ■ ^^^^^ * 

Man ziehe noch die Linien OL, Ci, welche von der Or- 
dinate DG in H und /, von FM in N und P, von einem in 
B errichteten Loth in B und S geschnitten werden, nenne 
K den Durchschnitt von OE mit LC und falle endlich von 
L auf DI das Loth LQ. 

Nun ist: 

1) 0^2==2AO^ 

2) OD^ = DG^ + OG^ = 2 AGHL + 2 /S^OGI 

= 2 /\OAL — 2 /\LHI, 

3) 0E2 = 2BÄJ5rO = 2 AC^i — 2^CK0 

= 2/\OAL — 2^LKO, 

4) 0F2 = FM^ + 0M2 = 2jßnNM+ 2^0MP 

= 2 /\CAL — 2 /\CMN + 2 /\pMP 
= 2 /\0AL — 2 /\LNP, 

5) OB^=2^0BS = 2/\CBR — 2COR8 

=^2/\OAL — 2/^LRS. 
Vergleicht man aber die erhaltenen Schlusswerthe von 
02)2, OE^, OF^, OB^ mit dem von OA^ , so erkennt man 
sogleich, dass die auf einander folgenden Subtrahenden 
2/\LHI, 2/\LK0, 2/\LNP, 2/\LRS an Grösse zuneh- 
men, mithin die Grössen OA, OD, OE, OF, OB der Reihe 
nach abnehmen. Da femer, weil OA = OL, auch LQ = IQ 
iöt, verhält sich HI: LQ = HQ — LQ:LQ = AL — AC: AC, 
mithin ist 

2/\LHI=AG^^ '^^^/^ , 2Ai^O = ^02.^^^^etc, 

und folglich die Behauptung erwiesen. 
Fig. 280. §. 17. Sei zweitens eine Ellipse, deren halbes latus rec- 

tum AL gleich der kleinen Achse ^B ist, gegeben, so wird 
behauptet, dass, wenn BD, BF beliebige Linien von jB an 
den Umfang sind, BA>BD> BF ist. 
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Es ist unter Beibehaltung der fiühercn Bezeichnungen 
mit nothwendiger Berücksichtigung der durch das Zusammen- 
fallen von und B herbeigeführten Vereinfachung 

1) BA^=^2/\BALy 

2) BD^ = DG2 + BG^ =2AGHL + 2/\BGI 

= 2/\BAL — 2/\HIL, 

3) BF^ = FM^ + BM^ = 2/\ACL — 2/\NCM 

• -{'2/\BMP=2/\BAL^2^PNL. 

Aus der Vergleichung der erhaltenen Werthe ergiebt 
sich die Richtigkeit der Behauptung zur Genüge. 

§. 18. Sei endlich das halbe latus rectum grösser als Fig. 281. 
die kleine Achse und übrigens unter Beibehaltung der obigen 
Bezeichnungen von dem diesmal ausserhalb der Ellipse lie- 
genden Punkt O die Linien OD, ÖF über ihre ersten Schnei- 
dtmgspunkte mit dem Umfang hinaus bis an den zweiten 
Durchschnitt mit demselben gezogen und T der erste Durch- 
schnitt von OF mit der Ellipse, so ist zu zeigen, dass 

OA>OD>OF> 0T> OB. 

Man ziehe ausser den oben in §. 16. angegebenen Li- 
nien noch von T die Ordinate TU, welche LC, LO bezieh- 
lich m Vy W trifft ; so ist wieder ähnlich als früher : 

1) OA'' =^2 /\OAL, 

2) 02)2 = 2>G2 + Oö2=2^GäL + 2AOG^ ^ 

=:^2/\OAL — 2^LHI, 

8) OF^=FM'^ + OM^'^2/\ACL — 2/\CNM 
+ 2/\OMP:=^2/\OAL — 2/\LPN, 

4) OT^ = TU^ + Om == 2^/\ACL — 2 /\CVU ' 

-{• 2 /\OUW =:2 /\OAL — 2 /\LWV, 

5) OB^ =:^2 /\OBS = 2 /\OAL •^2BALS=^2 /;\OAL 

— 2/\LSR. 

Und aus der Vergleichung der Schlusswerthe ergiebt 
sich zur Genüge die Behauptung. 

§. 19. Lehrsatz 19. , Wenn auf der kleinen Achse 
einer Ellipse vom Scheitel aus nach innen zu ein grösseres 
Stück als das halbe latus rectum abgeschnitten wird, so ist 
unter den von dem so erhaltenen Punkt an den Umfang 
gehenden Linien die nach dem vorerwähnten Scheitel gehende 
die längste und auf jeder Seite derselben jede entferntere 
kürzer als die nähere. 
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Fig. 282. Sei von dem Scheitel A der kleinen Achse einer Ellipse 
ein Stück AP grösser als das halbe zugehörige latus rectcon 
abgeschnitten und von P an den Umfang auf einer Seite 
der Achse die Linien PB^ PF gezogen, so ist zu zeigen: 

PA>PD>PF. 

Es ist hierbei noch anzunehmen, dass, wenn das halbe 
latus rectum grösser als die kleine Achse ist, die Linien P/, 
PF entweder beide bis zu ihrem zweiten Durchschnittspunkt 
mit dem Umfang oder beide nur bis zum ersten gezogen 
sind. 

Man schneide nun von A aus noch AO gleich dem halben 
latus rectum auf der Achse ab und ziehe OD, OF, AD, DF. 

Nun ist nach §§. 16 —18. OA>OD> OF, mithin auch 
/ OAD<: /_ODA, /_ODF<: /_ OFD, also desto mehr / OAD 
<./_PDA und PDF<Z^PFD und deshalb PA>PD>PF. 
q. e. d. 

§. 20. lichrsatz 20* Wenn auf der kleinen Achse 
einer Ellipse von einem Scheitel aus nach innen zu ein 
Stück abgeschnitten wird, das kleiner als das halbe latus 
rectum, aber grösser als die halbe Achse ist, so ist unter 
den von dem so erhaltenen Punkt auf einer Seite der 
Achse an den Umfang gezogenen Linien die längste diejenige, 
deren Endpnnktsordinate die Achse zwischen dem erwähnten 
Scheitel und dem Mittelpunkt so trifft, dass das Stück vom 
Fusspunkt derselben bis zum Mittelpunkt zu dem von dem- 
selben Fusspunkt bis zum Ausgangspunkt der Linien sich 
verhält wie die kleine Achse zu ihrem latus rectum. Von 
je zwei andern auf derselben Seite der Maximallinie und der 
Achse liegenden Linien ist die dem Maximum nähere grösser. 
Der Ueberschuss aber des Quadrats der Maximallinie über 
irgend eine der andern ist gleich einem Rechteck über dem 
Stück der Achse zwischen den Fusspunkten der zugehörigen 
Ordinaten, das ähnlich ist dem aus der kleinen Achse und 
dem Ueberschuss des latus rectum über dieselbe gebildeten. 
Fig. 283. bis Sci ciuc Ellipsc mit der kleinen Achse RA, dem zugehö- 
rigen halben latus rectum AL gegeben und auf RA ein Punkt 
O so angenommen, dass OA grösser als AC, aber kleiner als .^ 
ist, und zwischen C und A ein Punkt B bestimmt, so dass 
OB : CO = AL : CA ist, in B die Ordinate BD und ausser- 
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dfmi voa die Linie OE ia dem Baum DOA und OG, OH 
in dem Baum DOR und awax erstere senkrecht, zu Rd an 
d|»i Umfang geaogen^, so ist, wenn JEZ", H^F die Ordinaten 
von E und H sind, zu zeigen: 

1) OD>OE> OA und 02) > OG > OÄ, 

2) 01)2 _ 0^2 =: BP . ^^^^^ . 

Man ziehe CL, welche mit der verlängerten SD in N 
zuBammentriffl;, ziehe ON und verlängere CN, ON, bis sie 
EI ixL M, Pf BW in Xy Y treffen, nenne Z den Durchschnitt 
von ON mit AL, V dea von CN mit GO und fälle endlich 
von N das Loth NQ auf /P. So ist, weil 

OB:CB = AL:CA=:BN:CB ,OB = NBy mithin 

' 1) OD^ = BD^ + OD^ = 2 BNLA + 2 ^ONB 

=r 2 OM:^ 

2) OjE;» = £;i2 4. 07= 2/ML^ + 2 AO/Pj 

= 2 ONLA -- 2 /\NPMf 

3) 0-42 = 2/\0AZ =;= 2 OM.^ -- 2/\NZLj 

4) OG'-'===2AC^--2AC'OF===20iVL4 — 2A-?^0f^, 

5) QH?=HW^ + OW^=2^CAL — 2/\CXlV 

-ir2/\YOW=20NLA — 2/\NXY. 

Aus , der Vergleichung der erhaltenen Schlusswerthe er- 
giebt sich, dass OD die längste unter den Linien OD, OE, 
OA, OOj OÄ ist und dass 

OE > OAy OG > OH ist; dass ferner 
OE^ — OD^ = 2/\NPM' u. s. f., und da m = BI und 
iVQ : Qilf =r= CA : ^ also iVQ : PM= CAiAL — CA, 

so erhellt, dass 2/\^NPM= BP • ^^^^^ . q. e. d. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass der Beweis imge- 
ändert bleibt, mag der Punkt innerhalb der Ellipse oder 
im Endpunkir R der kl^inei). Achse selbst oder auch ausser- 
hfdb liegen, weshalb er zugleich, für die drei Figuren gilt. 

§. 21. Lehrsatz 2U Wenn auf einer Aach dem vori- 
gen Satz von einem Punkt der kleinen Achse gezogenen 
MaoLimallinie in ihrer Verlängerung über die kleine Achse 
hinaus ein Punkt angenommen wird, so ist unter den von 
diesem Punkt an dep» Unpifang gehenden Linien, die verlän- 
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gerte Maxlmallmle selbst die längste und jede derselben näher 
liegende länger als die entferntere. 
Fig. 286. Sei OD eine Maximallinie von dem Punkt O der klei- 
nen Achse an den Umfang gezogen'^ imd P ein Punkt ihrer 
Verlängerung über so wie PEy PF beliebige Linien von P 
an den Umfang auf derselben Seite von PD, so ist zu zei- 
gen, dass PD>PE> PF. 

Zieht man OE, OF, DE, EF, so ist, weil OD > OE und 
0E> OF, auch / OED > / ODE und / OFE> / OEF, 
also desto mehr / PED > / PDE und / PFE > / PEF, 
mithin sowohl PD>PE als PE>PF. q. e. d. 

§. 22. Lehrsatz 22. Wenn von einem Punkt der klei- 
nen Achse aus eine von der Achse verschiedene Maximallinie 
an den Umfang gezogen wird, so steht diese Linie, wenn 
der angenommene Punkt der Mittelpunkt ist, senkrecht auf 
der kleinen Achse, in jedem andern Falle macht sie mit der- 
selben nach dem Mittelpunkt zu einen spitzen Winkel und 
die von ihrem Endpunkt gefällte Ordinate trifft die Hälfte 
der kleinen Achse, auf welcher der Ausgangspunkt der Ma- 
ximallinie nicht liegt, so dass das Stück von diesem Aus- 
gangspunkt bis zum Fusspunkt zu dem vom Fusspunkt zum 
Mittelpunkt sich verhält wie das zur kleinen Achse gehörige 
latus rectum zur kleinen Achse. 

Der Beweis dieses Satzes, der eine blosse Umkehrung 
von S. 11. und S. 20. ist, wird ebenso wie der von S. 14 
und 15. geführt. 

§. 23. Lehrsatz 23. Wenn von einem Punkt in der 
kleinen Achse einer Ellipse eine Maximallinie an den Um- 
fang gezogen wird, so ist das Stück derselben, das zwischen 
der grossen Achse und^dem Umfang liegt, eine Minimallinie 
in Bezug auf die von dem auf der grossen Achse erhaltenen, 
Durchschnittspunkt ausgehenden Linien. 
Fig. 287. Sei vom Punkt O der kleinen Achse eine Maximallinie 
OD an den Umfang gezogen, welche die grosse Achse CB 
in G trifft, so ist zu zeigen, dass GD eine Minimallinie in 
Bezug auf die von G ausgehenden Linien ist 

Man ziehe von D an die kleine Achse die Ordinate DE 
und an die grosse die Ordinate DF und bezeichne mit /, r 
die kleine Achse und ihr latus rectum, mit t^, r^ die grosse 
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Achse und ihr latus rectum; so ist nach vorigem Satz: ! 

OE:CE = r:t, aber OE: CE=OD:GD=z CF: GF, also 
CFiGF^rii und da r : / = /, : r, (I. 13.), so ist CF: GF 
= /j :rj, folglich nach §. 10. GD eine Minimallinie von G. 

§§. 24 und 25. Lehrsatz 24 and 25. Bei jedem Ke- 
gelschnitt kann von der Achse aus an denselben Punkt des 
XTmfangs nur eine Minimallinie gezogen werden. 

§. 24. fiir die Parabel. Seien, wenn es möglich ist^ BC^ Fig. 288. 
BD zwei Minimallinien von einem Punkt B des Umfangs an 
die Achse und BE die Ordinate von B, so müsste nach S. 13. 
sowohl CE als DE gleich dem halben latus rectum sein, was 
unmöglich ist; also können von B aus nicht zwei Minimal- 
linien an die Achse gezogen werden. 

§. 25. fiir Ellipse und Hyperbel. Seien , wenn es mög-Pig. 289. 
lieh ist, BD, BE zwei Minimällinien von demselben Punkt 
B des Umfangs einer Ellipse oder Hyperbel an die Achse, 
und BF die Ordinate von jB, so müsste nach S. 14. und 15. 
sowohl CF : DF =^t:r, sAs CF: EF =:i:r, was unmöglich 
ist, also können im Punkt j5 nicht zwei Minimallinien nach 
der Achse gezog^ werden. 

§. 26. Lehrsatz 26. Von einem beliebigen Punkt des 
Umfangs einer Ellipse , der nicht ein Scheitel der kleinen 
Achse selbst ist, kann nur eine Maximallinie an diese Achse 
gezogen werden. 

Seien, wenn es möglich ist, BD, BE zwei Maximallinien Fig. 290. 
von demselben Punkt B des Umfangs, BF die Ordinate an 
die kleine Achse, so müsste nach S. 22. sowohl CF:DF=i:r 
als auch CF:EF=i:r, was unmöglich ist; also können in 
demselben Punkt B des Umfangs einer Ellipse nicht zwei 
Maximallinien zusammentreffen. 

|§, 27—29. Lehrsatz 27—29. Wenn von einem Punkt 
eines Kegelschnitts an die grosse Achse eine Minimallinie 
und eine Tangente gezogen werden, so bilden diese Linien 
einen rechten Winkel mit einander. 

§. 27. für die Parabel. Seien im Punkt B der Parabel Fig. 291. 
an die grosse Achse die Minimallinie BD sowie die Tan- 
gente BE gezogen, so wird behauptet, dass ^ DBE ein rech- 
ter Winkel ist. 

Man ziehe noch die Ordinate BF und nenne A den Schei- 

Apollonias, Kegelschnitte. 12 



178 

tel, so ist nach I, 35. FA = EA xmi nach §. 13. DF= ^, 

' da aber BF'^ = AF'r = FE- ^ = FE - FD, ist bewiesen, 

dass /^DBE ein Rechter sein musft. 
P...««™a §. 28. für Ellipse «nd Hyperbel. Seien von dem 
Punkt B des Umfangs einer Ellipse oder Hyperbel die Mi- 
nimallinie BD sowie die Tangente BE an die grosse Achse' 
gezogen ;. so ist zu zeigen, dass /^DBE ein rechter Win- 
kel ist. 

Man ziehe noch die Ordinate BF, so ist nach L 37.: 

1) BF^:CF'FE = r:t 
und nach V. 14. und 15. 

2) CF:DF=t:r, 
woraus durch Zusammensetzung folgt 

ßp2 =FEDF 
und folglich ist /^ DBE ein Rechter. 

§. 29. enthält einen andern Beweis zu §. 27. und §. 28. 

Sei bei einem beliebigen Kegelschnitt BD eine Minimal- 
linie und BE eine Tangente bis zur Achse gezogen, und 
' wenn es möglich ist, DBE kein rechter Winkel, so falle man 
von D das Loth DF auf die Tangente, welches den Kegel- 
schnitt in G trifft, so nauss DF als Loth und folglich desto 
mehr DG kürzer als DB sein, was der Annahme wider- 
spricht. 

§. 30. Lehrsatz 30* Wenn in einem Punkt des Um- 
fangs einer Ellipse eine Tangente und eine Maximallinie zur 
kleinen Achse gezogen werden, so bilden diese Linien einen 
rechten Winkel mit einander. 

Da nach S. 23. das Stück der Maximalljinie zwischen der 
Ellipse und der grossen Achse eine MinimaUinie ist, so reducirt 
sich der Satz auf den vorigen. 

§. 31. Lehrsatz 31. Wenn in einem beliebigen Punkt 
auf dem Umfang eines Kegelschnitts ein Loth auf die von 
diesem Punkt an die Achse gehende Minimallinie errichtet 
wird, so ist dieses Loth eine Tangente. 
Fig. 294. Sei in einem Punkt B des Umfangs eines Kegel- 

schnitts die Minimallinie BD an die Achse sowie senk- 
recht darauf eine Linie EBF gezogen, so ist zu zeigen, 
dass EBF eine Tangente ist. Wäre sie es nicht, so 
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Hesse sich von B aus eine andere Linie BG zwischen den 
ausserhalb des Kegelschnitts fallenden Theil BF der Linie 
EF und den Kegelschnitt ziehen; sei nun DG das Loth von 
D auf diese Linie^ das den Kegelschnitt in H trifft, so müsste 
DB länger als das Loth DG und also desto mehr länger als 
DH sein und wäre folglich keine Minimallinie. Also kann 
in dem Baum zwischen EF und dem Kegelschnitt keine an- 
dere gerade Linie gezogen werden und folglich ist EF die 
Tangente in B. 

§. 32. Lehrsatz 32. Wenn in einem Punkt eines Ke- 
gelschnitts ^ der nicht der Scheitel der grossen Achse ist, 
eine Tangente und ein Loth auf dieselbe gezogen werden, 
so ist das Stück dieses Loths bis zur grossen Achse eine 
Minimallinie. 

Sei BE eine Tangente im Punkt B eines Kegelschnitts, Fig. 295. 
BD ein Loth darauf, das die grosse Achse in D trifft, so 
ist zu zeigen, dass BD eine Minimallinie ist. Wäre dies 
nicht der Fall, so construire man für den Punkt B nach 
den Sätzen 8 — 10. eine Minimallinie BF, dann müsste nach 
S. 27. und 28. FBE ein rechter Winkel sein, was gegen die 
Annahme ist. 

§. 33. Lehrsatz 33. Wenn in einem Punkt eines Ke- 
gelschnitts auf einer von ihm ausgehenden Maximallinie ein 
Loth errichtet wird, so ist dasselbe eine Tangente. 

Sei BD ein Maximallinie im Punkt B eines Kegelschnitts, rig. 296. 
EBF ein Loth darauf, Wäre dies nun keine Tangente, so 
ziehe man von D an den Theil BF des Loths, der innerhalb 
des Kegelschnitts liegt, die Linie BF, deren Verlängerung 
den Kegelschnitt In G trifft, so ist DB als Loth kürzer als 
DF, also desto mehr kürzer als BG und folglich DB keine 
Maximallinie, was gegen die Annahme ist. Also ist EBF 
eine Tangente. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn auf der Verlängerung einer 
Maximallinie oder Minimallinie über den Kegelschnittspunkt 
ausserhalb des Kegelschnitts ein Punkt angenommen wird, 
so ist unter den von diesem Punkt ausgehenden und bis zu 
dem ersten Durchschnittspunkt mit dem Kegelschnitt gezo- 
genen, Linien das Stück der verlängerten Minimal - oder * 

12* 
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Maximallinie die kürzeste und von je zwei andern auf der- 
selben Seite derselben befindlichen die nähere kürzer. 
Fig. 297. Sei BD eine Minipial - oder Maximallinie im Punkt B 
eines Kegelschnitts, P ein Punkt in ihrer Verlängerung über 
B und PFf PH Linien von P bis an den Umfang des Ke- 
gelschnitts; so ist zu zeigen PB<PF<Z PH. 

Man ziehe die Tangente in S, welche die Linien PF, 
PH in E und G trifft, ziehe ferner SF, FH und verlängere 
BF bis /. Da nun nach den vorigen Sätzen /^P5jB=90^, 
ist PB < PEy also desto mehr PB < PF. Da ferner /PSF 
ein stumpfer Winkel, ist es /_ PFI noch mehr und in noch 
höherem Grade / PFH^ mithin aus dem Dreieck PFH 
PF<zPH] also ist bewiesen 

PB<:PF<:PH. 

§§. 35 und 36. Lehrsatz 35 und 36« Wenn von meh- 
reren Punkten der grossen Achse eines Kegelschnitts Mini- 
mallinien an den Umfang gezogen werden, so bilden die von 
dem Scheitel entfernteren mit der Achse nach diesem Scheitel 
zu grössere Winkel als die näheren. 
Fig. 298. §. 35. für die Parabel. Seien von den Punkten D, F 
der Achse ADF einer Parabel an den Umfang die Minimal- 
liuien DB, FE gezogen, so ist zu zeigen, dass /^EFA 
> / BDA ist. 

Man ziehe die Ordinaten jBG, EH, schneide GB auf 
HE ab zum Punkt / und ziehe FI\ nun sind nach S. 13. 
die Stücke DG und FH gleich, weil beide gleich dem halben 
latus rectum sind, mithin sind die Dreiecke DBG und FIH 
congruent und folglich / EFH > BDG. q. e. d. 
Fig. 299 und §• 36. für Ellipsc und Hyperbel. Seien von den Punk- 
^^' ten D und F der grossen Halbachse CA einer Ellipse oder 
ihrer Verlängerung bei einer Hyperbel, von denen D dem 
Scheitel A näher liegt, Minimallinien DBy^FE an den Um- 
fang gezogen, so ist zu zeigen, dass /_ EFA > /^ BDA ist. 

Man ziehe die Ordinaten SG, EH sowie die Linie CjB, 
welche EH in / schneidet, und verbinde F mit /. Da nun 
nach S. 14 und 15. CG : DG = CH :FH=t.r ist, also 
CG:CH=:DG:FH und wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 
CBG und CIH auch CG : CH= BG : ZH, ist auch DG : FH 
•==jBG:/jy und folglich sind die Dreiecke BDG^ FHT ahn- 
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lieh, also /BBG= l^IFR und demnach /EFH> /BDG. 
q. e. d. 

§, 37. ' Lehrsatz 37. Wenn von einem Punkt der Achse 
einer Hyperbel eine Minimallinie gezogen wird, so ist der 
Winkel; den sie mit der Achse nach dem Scheitel zu bildet, 
kleiner als der spitze Winkel zwischen einer Asymptote und 
dem im Scheitel errichteten Loth. 

Sei vom Punkt D in der Achse DA einer Hyperbel Fig. soi. 
die Minimallinie DB an den Umfang sowie im Scheitel A 
ein Loth auf die Achse, das eine Asymptote CB in JB trifft, 
gezogen, so ist zu beweisen, dass 

/ BDA < / ABC. 

Man ziehe von B die Ordinate BF und die Linie BC 
nach dem Mittelpunkt, welche das im Scheitel A errichtete 
Loth in Gr trifft, verlängere EA über A um das halbe latus 
rectum bis Ä Nun ist nach §. 14. 

1) CF\ FD=:CA: AH und es ist 

2) BF: CF = AG : CA, also durch Zusammensetzung 

3) BF i FD = AG: AH, aber AG : AH ist kleiner als AE 
: AH und nach H. 3. ist AE:AH=: AC: AE, mithin auch BF 
iFD <zAC:AE*^ der erste Bruch ist die Tangente des Win- 
kels BDF, der letzte die des Winkels CEA, mithin ist be- 
wiesen, dass ^ BDF < /_ CEA. q. e. d. 

§. 38. Lehrsatz 38. Wenn von zwei Punkten eines 
Kegelschnitts, die auf derselben Seite der Hauptachse liegen, 
Minimallinien nach derselben hin gezogen werden, so treffen 
sie auf der andern Seite der Achse zusammen. 

Seien BD^ EF zwei Minimallinien in den Punkten jB, JBFig.sss-soo. 
eines Kegelschnitts, die auf derselben Seite der Hauptachse 
liegen, und zwar B dem Scheitel A näher als E, so ist zu be- 
weisen, dass sich BD, EF jenseits der Achse schneiden. Sie 
können sich nicht vor ihrem Zusammentrefibn mit der Achse 
schneiden, denn sind BG, EH die Endpunktsordinaten, so ist 
für Ellipse und Hyperbel CG : GD=CH: HF oder CG : CD 
= CH : CF, bei der Parabel aber DG = FH. Da nun bei der 
Hyperbel CG < CH, ist auch CD kleiner als CF, mithin schnei- 
den sich die Linien BD, EF selbst nicht; bei der Ellipse ist 
CH<: CG, also auch CF<Z CD, also schneiden sich EF und 
BD auch da nicht*, bei ier Parabel ist, weil AG <AH^ auch AD 
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<iAF, weshalb BD, EF sich vor ihrem ZusammentrefiPen 
mit der Achse nicht schneiden. 

Bei allen drei Kegelschnitten ist aber nach §. 35. und 
36. Z BDA < / BFA, also / BFA + / BDF> 180« und 
folglich müssen sich EF und BD in ihren Verlängerungen 
über die Achse hinaus schneiden, q. e. d. 

§. 39. Lehrsatz 39. Zwei Maximallinien^ die von zwei 
Punkten der kleinen Achse einer Ellipse auf derselben Seite 
an den Umfang gezogen werden, schneiden sich, ohne dass 
sie verlängert zu werden brauchen. 
Fig. 302. Seien BD, EF zwei solche Maximallinien, der Punkt B 
aber dem Scheitel A näher als der Punkt E, und seien BG, 
. EH ihre Endpunktsordinaten, so ist nach §. 22. CG: CD 
= CH: CF= /: r und da CG > Cff ist, muss auch CD > CF 
sein, mithin müssen sich BD und CF durschschneiden. 

§. 40. Lehrsatz 40. Zwei Minimallinien, die an zwei 
Punkte desselben Quadranten einer Ellipse gezogen sind, 
schneiden sich nach ihrer Verlängerung über die grosse Achse 
und ehe sie die kleine Achse tiberschreiten. 
Fig. 308. Sind BDy EF zwei Minimallinien an den Punkten B, E 

desselben Quadranten AEI einer Ellipse, so schneiden sich 
dieselben nach §. 38. nach ihrer Verlängerung über die 
grosse Achse; verlängert man sie aber bis an die kleine 
Achse, so sind sie nach Umkehrung von §. 23. Maximallinien 
und müssen sich also nach vorigem Satz treffen, ehe sie die 
kleine Achse erreichen; mithin ist die Behauptung erwiesen. 

§. 41. Lehrsatz 41. Jede an eine Parabel oder eine 
Ellipse gezogene Minimallinie trifft in ihrer Verlängerung 
über die grosse Achse den Kegelschnitt zum zweiten Male. 

Bei der Ellipse leuchtet die Richtigkeit der Behauptung 
von selbst ein, bei der Parabel folgt sie aus I. 27., wo ge- 
zeigt ist, dass jede Linie, die einen Durchmesser einer Pa- 
rabel schneidet, an beiden Seiten auch den Umfang treflFen 
muss. 

§§. 42 und 43. Lehrsatz 42 und 43. Wenn bei einer 
HyperbeL die Hauptachse nicht grösser als ihr zugehöriges 
latus rectum ist, so kann keine Minimallinie an die Achse 
gezogen werden, die der Hyperbel auf der andern Seite cjer 
Achse zum zweiten Male begegnete; wenn aber die Haupt- 
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achse länger als ihr zugehöriges latus rectum ist; so wird 
ein Theil der Minimallinien in ihren Verlängerungen über 
die Achse die Hyperbel zum zweiten Male treffen; ein ande- 
rer Theil nicht. 

§. 42. Seien CF^ CG die Asymptoten einer Hyperbel Fig. 304. 
AB, deren halbe grosse Achse CA nicht grösser ist als das 
halbe zugehörige latus rectum AI, so ist zu beweisen ^ dass 
eine in einem beliebigen Punkt B der Hyperbel gezogene 
Minimallinie BD die Hyperbel nicht zum zweiten Male tref- 
fen kann. 

Seien F, G die Durchschnittspunkte des in A auf der 
Achse errichteten Lothes mit den Asymptoten. Nun ist nach 
II. 3. CA^ :4F^ = CAiAIimi da nach Annahme Czi nicht grösser 
als AI, ist auch CA nicht grösser als AF, also auch /^ CFA 
nicht grösser als /FC^ und da nach §. 37. / BDA < /_ CFA 
ist^ folgt / BBA > / FCA oder auch / BDA < / GCA, 
folglich beträgt /^ GCA zusammen mit dem Winkel, den die 
verlängerte SD mit DA macht, mehr als 180°, d. k BD und 
die Asymptote CG divergiren unterhalb der Achse und folg- 
lich trifft die verlängerte BD jenseit der Achse die Hyperbel 
nicht nach einer leichten Folgerung aus H. 8. 

§, 43. Sei zweitens das halbe latus rectum AI kleiner 
als CA, so ist zu zeigen, dass ein Theil der MinimalUnien die 
Hyperbel jenseit der Achse zum zweiten Male trifft, ein an- 
drer Theil jedoch nicht. 

Es sei eine Hyperbel AB mit den Asymptoten CF, CG Fig. 306. 
gegeben und in A ein Loth auf der Achse errichtet, das die 
Asymptoten in F und G trifft Man bestimme auf AF einen 
Pulikt H, so dass AF : AIJ = CA : AI, wobei, da CA > AI, 
auch AF> AH sein wird, ziehe CH, bis es die Hyperbel in 
B trifft, und in B die Minimallinie BD sowie die Ordinate 
BE 9n die Achse. 

Nun ist 

1)AH:CA=BE:CE und äa^ AF:AH=CA:AI=CE:ED, 
auch 2) AF:AH= CEiED und folglich durch Zusammensetzung 

3)AF:CA=:BE:ED, mithin die Dreiecke CAF und DEB 
ähnlich, also ^BDE=^ / FCA = / GCA, also BD parallel CG. 
Pa nun nach §. 36. die dem Scheitel näheren Minimallinien 
kleinere Winkel mit der Achse bilden als BD, so schneiden 
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ihre Verlängerungen über diese hinaus die Asymptote CG und 
folglich auch die Hyperbel nicht, und da nach demselben Satz 
die vom Scheitel A entfernteren Minimallinien grössere Winkel 
mit der Achse bilden als BBy so schneiden ihre Verlängerungen 
die Asymptote CG und also auch vorher die Hyperbel. 

Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

§§. 44 und 45. Lehrsatz 44 und 45. Wenn von zwei 
Punkten eines Kegelschnitts, die auf derselben Seite der 
Hauptachse liegen, an diese Minimallinien gezogen und bis 
zu ihrem Durchschnitt verlängert werden und von diesem 
Durchschnitt eine andere Linie durch die Achse an den Um- 
fang gezogen wird, so ist diese Linie keine Minimallinie, 
sondern, wenn die so gezogene Linie zwischen den beiden 
ersten Minimallinien liegt, so schneidet die in ihrem End- 
punkt gezogene Minimallinie auf der Achse, vom Scheitel an 
gerechnet, ein kleineres Stück ab als die Linie selbst, im 
, andern Fall dagegen ein grösseres. Ist der gegebene Kegel- 
schnitt eine Ellipse, so bezieht sich die Behauptung nur auf 
solche Linien, die dieselbe Hälfte der grossen Achse durch- 
schneiden, und der erwähnte Scheitel ist der Endpxmkt die- 
ser Hälfte. 
Fig. 306. §. 44. für die Parabel. Seien in einer Parabel von zwei 

Punkten jB und C des Umfangs, die auf derselben Seite der 
Hauptachse liegen, Minimallinien J5D, CE an die Achse ge- 
zogen und bis zu ihrem Durchschnitt O jenseit der Achse 
verlängert, femer von noch andere Linien OiC, OQj OU 
durch die Achse an den Umfang gezogen^ so ist zu zeigen, 
dass OK) OQ, OÜ" nicht Minimallinien sind und dass, wenn 
OU zwischen OB und OC liegt, OK und OQ ausserhalb und 
JV, r, X die Punkte sind, in welchen OK^ OQ, OU die Achse 
schneiden, die in den Punkten K und Q gezogenen Minimal- 
linien auf der Achse grössere Stücke als beziehlich AN und 
AT abschneiden oder mit andern Worten dem Scheitel A 
entfernter liegen als OK oder OQ, die im' Punkt U gezogene 
Minimallinie dagegen ein kleineres Stück als AX abschnei- 
det, d. h. dem Scheitel A näher liegt als 017. 

Man ziehe noch die Ordinaten BF, CG, KM, QS, UW 
und das Loth OH an die Achse, ferner die Linie BC, welche 
die Achse in /, die nöthigenfalls verlängerten Linien KMy QS, 
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UW bezieUich In den Punkten L, Ä, V trifft, und schneide 
auf HA von A aus ein Stück HP gleich dem halben latus 
rectum ab. 

Nun ist: (1) CG:OH=GE:EH und da nach §. 13. 
GE^HP, ist auch GP=HE, mithin (2) CG :OHz=:HP:GP 
oder CG'GP=OH'HPy und auf gleiche Weise folgt aus 
der Zeile: (3) BF: 0H= FD : HD, da nach §. 13. FD = HP 
und also auch FP=HD ist, (4) BF:OH=HP:FP oder 
(5) BF^FP= OH'HP= CG'GR Es ist daher CGiBF 
= FP: GPund da auch CG : BF= Gl: FI, so folgt (6) Gl: FI 
= FP: GP oder dividendo (7) FI:FG=PG:FG und also (8) FI 
= PG und GI=PF. Nun ist (9) IM: MG<:IF: MG, also 
auch IM : MG<:PG : MG und componendo (10) IM:IG<:PG 
: PM und da IM : IG = LM : CG, ist (11) LM:CG <:PG:PM 
und desto mehr (12) KM: CG <:PG: PM oier KM'PM<CG 
• PG, mithin nach (2) auch KM- PM <: OH^ HP, woraus 

(13) KM:OH<iHP:PM oder da KM:OH^MN:HN, 

(14) MN : HN <: HP : PM, woram componendo (16)MN:MH 
< HP : MH und also MN <: HP. Da aber nach §. 13. die 
von K ausgehende Minimallinie auf der Achse von M aus 
ein Stück gleich HP abschneidet, so ist bewiesen, dass sie 
ein grösseres Stück als AN, vom Scheitel an gerechnet, auf 
der Achse abschneidet oder mit andern Worten weiter votn 
Scheitel entfernt ist als KO. 

Es ist femer PS:SF<cPG:SF und da nach (8) PG 
= IF, auch P8:SF<:IF: SF oder componendo PS:PF<:IF 
: 18, und da IF: IS = BF: RS und BF:RS<z BF: QS, folgt 
a fortiori PS:PF<:BF:QS oder PS'QS<cPF'BF oder, 
da nach (5) PF- BF= OH- HP i^t, PS - QS <:0H' HP, also 
QS:OH-<:HP: PS, und da QS: 0H= ST: TH, auch ST: TH 
^HP:PS oder componendo ST:SH<:HP: SH, mithin ST 
■<cHP, und da nach §. 13. die in Q gezogene Minimallinie 
ein Stück gleich HP von S aus auf der Achse abschneidet, 
so ist gezeigt, dass sie, vom Scheitel A gerechnet, ein grösse- 
res Stück als AT auf der Achse abschneidet, oder mit an- 
dern Worten dem Scheitel A entfernter liegt als OQ. Der 
Fall, in welchem die Endpunktsordinate einer von O an den 
Umfang gezogenen Linie zwischen die Punkte P und H fallt, 
bedarf keiner besondern Erwähnung, da es dann von selbst 
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einleuchtet, dass das zwischen der erwähnten Ordinate und 
der von O ausgehenden Linie liegende Stück der Achse 
kleiner als das halbe latus rectum ist. Eben so wenig be- 
darf der Fall derjenigen Linien, die die Achse hinter H tref- 
fen, einer Erwähnung, da diese stumpfe Winkel mit der 
Achse nach dem Scheitel zu bilden und also nach §. 13. 
nicht Minimallinien sein können. 

Es bleibt also nur eine zwischen OB und OC gezogene 
Linie 0J7 zu betrachten übrig. 

Es ist aber IJV:WG:> IFiWG und da nach (8) 
IF=PGy auch IW: WG:>PG : WG oder componendo IWvIG 
^ PGiPfF und da IW: IG = VW : CG und VW x CG 
> VW: CG, folgt a fortiori UW: CG:>PG:PW oder UWPW 
>>CG'PG und da nach (5) CG-PG^iOH-PH ist, folgt 
UW'PW^OH'PH oder UW:OH>PH:PW] weil aber 
UW:OH=WX:HX, ist auch WX:HX>PH:PW und 
componendo WX:WH>PH:WH, also WX:> PET, d. h. 
grösser als das halbe latus rectum und folglich schneidet 
die von U ausgehende Minimallinie auf der Achse^ vom Schei- 
tel an gerechnet, ein kleineres Stück als AX ab, oder mit 
andern Worten, sie liegt dem Scheitel A näher als OK 

Sonach ist die Behauptung vollständig erwiesen. 
Fig. 307 und §. 45. Sei zwcitcus der gegebene Kegelschnitt eine Hy- 
perbel oder Ellipse und BD, EF zwei auf derselben Seite 
der Hauptachse liegende Minimallinien, die sich verlängert in 
O schneiden, so ist zu zeigen, dass die von Punkten des 
Umfangs, welche nicht zwischen B und E liegen, gezogenen 
Minimallinien auf der Achse, vom Scheitel an gerechnet, 
grössere Stücke abschneiden als die von denselben Funkten 
nach O gezogenen Linien, die von Punkten zwischen B und 
E gezogenen aber kleinere. Es folgt zunächst der Apollo- 
nische Beweis für eine ausserhalb des Winkelraums BOE an 
den Umfang gezogene Linie OK und dann ein einfacherer 
des deutschen Bearbeiters. 

Man falle von den Punkten O, B, E, K auf die Achse 
Lothe O//, BGy EIj KM\ bestimme in CH bei der Hyperbel, 
in der verlängerten CH bei der Ellipse einen Punkt P, so 
dass CP:PH^=t:r, desgleichen in OH einen Punkt X, so 
dass OX:XH=^t:r, vollende das Rechteck CHOZy ziehe 
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dnreH P eine Parallele mit OH, welche OZ in Y trifft, durch 
X eine Parallele mit OZ, die CZ in g , PY in tt schneidet, 
verlängere OÄ, OJS, OE, bis sie CZ oder deren Verlängerung 
in X, j3, € schneiden, desgleichen KM, BG, EI, bis sie X^ in 
ju, y, t schneiden, ziehe BE, welche verlängert X^ in r, die 
verlängerte AM in y schneidet, und nenne X den Durchschnitt 
von OK mit Xg. 
Man hat nun 

1) CI:IF=;t:r, also CP:PH=CI:IF 

und componendo bei der Hyperbel, divi^endo bei der Ellipse 
CH:CP=: CF: CI, also auch CH— CF: CP— CI=: CH: CP 
oder 

2) FH:PI=CH:CR 
Da aber auch 

3) Z|:§C=/:r, ist Z^:^C=CI:IF, 

also wieder componendo bei der Hyperbel, dividendo bei der 
Ellipse ZC: |C oder ZC:L= CF:FI= Ce: IE (wegen der 
ähnlichen Dreiecke CsF und JS/F) und hieraus durch Addi- 
tion oder Subtraction der correspondirenden Glieder Zb : Ei 
= CF:FI=ZC:^C. Nun ist das Verhältniss des Rechtecks 
ZC * CH zu CP'C^ zusammengesetzt aus den beiden Ver- 
hältnissen ZCi^C und CH'.CP, aber ZC:^C=Zb:Ei und 
CH\CP=FH:PI nach (2), also ist auch das Verhältniss 
des Rechtecks ZC' CH zu CP^ C^ zusammengesetzt aus den 
Verhältnissen Zb : Ei und FH: PI, da aber das Rechteck 
ZC'CH=Ze- FH, weil ZkiOH=ZQ:FH ist, muss auch 
(4) das andere Rechteck CP • C^ gleich dem Rechteck Ei • P/ 
oder El • m sein und auf gleiche Weise kann gezeigt werden, 
dass (5) das Rechteck CP • C^ gleich dem Rechteck By • Try, 
also auch (6) J& • m = By • 7ry ist. Mithin ist Ei'.By==^7ty\7i:i 
oder auch Ti:Ty = ;ry:7rt und componendo oder dividendo lyivy 
= ly : TTi, mithin (7) ry = tt/. Hieraus folgt nun, dass ni > rjix und 
also jtxi : Tjüi > jut : m oder componendo ri:Tfx>7rix: m, da aber 
7t : Tjüi Ä= £i : v]u, ist Ei:vfi>7rfi: m oder JSt • tti ^ v]u • ;rjbi, also 
desto mehr Et •7ri>jS/x- wjix, und nach (4) auch (8) CP*C^ 
:>Kii'7rfi] es ist aber, weil CP:OY=OX:C^, auch CP- Cg 
= OX'OY und folglich OX- Or> Äjui • tt/x oder OXiJT^ 
> TTjüi : OY und, da OZ: Äjut = XX : jwX ist, folgt ^ : juiX 
>7r|x: oy'oder X\:iiK:> nfiinX oder compoaendo XixifiK 
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Xfi : TtXy also itX > juX und folglich ZO : Xn <. ZO : juiX 
und, da ZO : fxk=^ Zxi fxK, auch ZO : Xn <: Zh. : juÄ, aber 
ZO : X;r = ZC: Q, mithin CZ:C^<:Zk: fxK und durch Sub- 
traction der correspondirenden Glieder bei der Hyperbel, 
durch Addition derselben bei der Ellipse erhält man 

Ck : KM:> ZC : C^ und da 

CkiKM^ CLiML, ist CL.ML>ZC:C^, 

woraus dividendo bei der Hyperbel, componendo bei der 
Ellipse CM:ML>Z^:C^, d. i. nach (3) CM:ML:>t:r. 
Wird also in K eine Minimallinie gezogen, so schneidet nach 
§§. 14. und 15. diese auf der Achse nach dem Scheitel zu 
ein grösseres Stück als AL ab und liegt also vom Scheitel 
entfernter als OK. q. e. d. 

Die Durchführung des Beweises für eine auf der andern 
Seite des Winkels BOE an den Umfang gezogene Linie ist 
ganz dieselbe und mit einziger Umkehrung des Grössenzei- 
chens bleibt der Beweis auch für eine zwischen BOE gezo- 

» 

gene Linie ungeändert. Mithin ist die ganze Behauptung als 
erwiesen zu betrachten. 
Fig. 307, 808 Ein anderer Beweis. Es ist zunächst ohne Rück- 

sicht auf die gegebenen Kegelschnitte Folgendes zu zeigen: 
Wenn eine gerade Linie mit dem Anfangspunkt C und ausser- 
halb derselben ein Punkt O gegeben ist, dann ist der Ort 
eines Punktes B von der Eigenschaft, dass, wenn von B ein 
Loth BG auf die gegebene Linie so wie die Linie BO ge- 
zogen werden, welche die gegebene Linie in D trifft, das 
Verhältniss CG : DG gleich einem gegebenen Verhältniss / : r 
ist, eine Hyperbel, deren Asymptoten parallel mit CD und 
BG sind. Ist noch OH das Loth von auf CD, so hat man 
nach Annahme CG : DG =z t:r, also 

1) C2) : DG = ^ + r : r und 

2) DG:DH = BG:OH 

imd setzt man statt DG seinen Werth aus (1), so erhält man 

^^:DH=BG:OH oder 

3) CD.DH=BG:^^ 

und, da CD = CH~ JDH, so ist CH — DH; DH='BG: ^^ , 
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woraus componendo 

4) CH:BG + ^ = DH : ^^ 

Setzt man statt DH seinen Werth HG — DG oder 
HG—^CD, dB,DG='^ aus Zeile (1\ so ist 

5) CH.DH=CH:HG— -f- CD oder 
*■ . CÄ: -^ • DH= CH: HG — —^ ■ CD, woraus durch 



] t + r t + r t + r 

Subtraction der correspondirenden Glieder 

6) -4-'CH:HG — -^-CH=:CH:DH, 
welches in (4) eingesetzt, ergiebt 

7) ^.CH'.BG^'^ = HG--^'CH:^. 

^ t -{- r '*+r «-fr t + r 

Off» r 

Schneidet man also auf HO ein Stück HX=: — -^ und 

t -^ r 

auf HC ein Stück HP= — -^ ab, zieht durch X eine Pa- 

t -\- r 

rallele mit CH und durch P eine Parallele mit OH, die sich 
in ;r schneiden, und verlängert BG, bis es Xtt in y schnei- 
det, so ist 

By = BG+^^,7!^ = HG — j^^'CHvini folglich aus (7) 

JBy .;ry===— 1— 1— == CP» jRt, d. h. der Puükt B, der die 

verlangte Eigenschaft hat, liegt auf einer Hyperbel, deren 
Asymptoten tt/, ttP sind und welche auch durch den Mittel- 
punkt C geht. Da nun auch der Punkt E die Eigenschaft 
hat, so muss er gleichfalls auf dieser Hyperbel liegen. Man 
denke sich nun diese Hyperbel durch die Punkte B und E 
construirt und sei U ein Punkt des ersten Kegelschnittes 
zwischen B und Ey US seine Ordinate, welche rry in <r und 
die durch B und E gehende Hyperbel in p trifft, ziehe pO, 
welche die Achse in T schneidet, so ist, weil p auf der er- 
wähnten Hyperbel liegt, nach dem oben Bewiesenen CS: ST 
= t:r, also ist nach §§. 9. und 10. UT die von U ausge- 
hende Minimallinie, welche offenbar dem Scheitel A näher 
liegt als 170. 

Auf ähnliche Weise ist, wenn K ein Punkt des Kegel- 
schnitts ausserhalb BE ist und die von K gezogene Ordinate 
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KM TT/ m \i, die durcli B und E gehende Hyperbel in «r 
trifft und V den Durchschnitt von aQ mit der Achse bezeichnet, 
nach dem oben Bewiesenen CM : ilfF= /: r, mithin KV die 
von K ausgehende Minimallinie, welche offenbar entfernter 
vom Scheitel liegt als KO, Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

Will man übrigens die Anwendung analytischer Geome- 
trie zulassen, so lässt sich der erste Theil des Beweises 
noch leichter so führen: 

Sei CH=a, OH=b, BG — y, HG = Wy dann ist: 

CG = a — Xj also DG =r -- (a — a?), 

mithin verwandelt sich die Proportion 

BG:OH = DG: DH sogleich in 

1) y:b=:j(a — ai):w — - (a — ai) oder 

y -j- ft : y = ^ : -- (a — af), woraus 

- öi 4~ 7 öy — ~ i^ — -u an/, also ; 

t t t 



xy =— db -^-^ ay i^ — -u an/, also 

t t t 



t 

und setzt man hierin 

ar 



+ r' 



2) a? = a?, + - 

3) y z=zy^ — — — , SO erhält man: 

/.. \ , ah * r^ izb *r^ , ab* r^ dbt • r 

oder: 

,v abt*r 

woraus erhellt, dass der Ort der gesuchten Punkte eine gleich- 
seitige Hyperbel ist, deren Asymptoten die neuen Coordina- 
tenachsen sind; die Lage dieser Achsen ergiebt sich aber 
aus den Zeilen (2) und (3). 

§. 46. Lehrsatz 46. Von einem Punkt auf der kleinen 
Achse einer Ellipse oder deren Verlängerung kann an einem 
Quadranten derselben, der auf der andern Seite des Mittel- 
punkts an die kleine Achse anstösst, nur eine Linie gezogen 
werden, deren zwischen der grossen Achse und dem Umfang 
liegendes Stück eine Minimallinie ist> und die von solchen 
Punkten des Umfangs zwischen dem Scheitel der grossen 



191 

Achse und dem Endpunkt dieser Mininiallinie gezogenen Mi- 
nimallinien liegen entfernter vom Scheitel der grossen Achse 
als die Verbindnngslinien derselben Punkte mit dem zuerst 
auf der kleinen Achse gegebenen Punkt, dagegen die von 
solchen Punkten des Umfangs, die zwischen jener einen Mi- 
nimallinie und dem Scheitel der kleinen Achse liegen , gezo- 
genen Minimallinien liegen dem Scheitel der grossen Achse 
näher als die Verbindungslinien derselben Punkte mit dem 
zuerst gegebenen. 

Sei BD eine Minimallinie in einem Quadranten AE einer Fig. 309. 
Ellipse ; die verlängert die kleine Achse in O trifft, so wird 
behauptet, dass ausser OB in diesem Quadranten keine andere 
Minimallinie gezogen werden kann und dass, wenn F ein 
Punkt des Umfangs zwischen A und B, H zwischen B und 
E ist, die in F gezogene Minimallinie dem Scheitel A ent- 
fernter liegt als FO y die in H gezogene dagegen demselben 
näher liegt als HO. 

Sei G der Dm'chschnitt von FO, / der von HO mit der 
grossen Achse. FG kann nun keine Minimallinie sein, denn 
sonst müsste sie nach §. 40. mit BD innerhalb des Winkel- 
raums ACO und nicht erst auf der kleinen Achse selbst zu- 
sammentreffen; deshalb muss aber auch die in F gezogene 
Minimallinie die grosse Achse zwischen C und G treffen^ da 
sie sonst nicht das Stück OD der Minimallinie BD treffen 
könnte. Aus gleichem Grunde kann HI keine Minimallinie 
sein, da sie sonst mit BD innerhalb des Winkelraums ACO 
sich schneiden müsste, und deshalb trifft auch die in H ge- 
zogene Minimallinie die grosse Achse zwischen A und /• 
Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

§. 47. I^ehrsatz 47. Vier an derselben Hälfte des Um- 
fangs einer Ellipse gezogene Minimallinien treffen einander 
nicht in einem und demselben Punkt. 

Erstens könnte der Ausgangspunkt der vier Miuimal- 
linien auf der kleinen Achse liegen, dann wäre diese selbst 
eine Minimallinie und es müssten also wenigstens nach einem 
der beiden auf der andern Seite liegenden Quadranten noch 
zwei andere Minimallinien gehen, was gegen den vorigen 
Satz ist. 

Wäre zweitens der Ausgangspunkt O ein beliebiger 
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Punkt unterhalb der grossen Achse, so könnten entweder 
drei Minimallinien denselben Quadranten oberhalb der grossen 
Achse und die vierte den andern treffen oder es müssten an 
jeden der beiden Quadranten zwei Minimallinien gehen. Das 
erstere wäre gegen §. 45., das letztere ist deshalb unmöglich, 
weil nach §. 40. dann der Punkt in den beiden rechten 
Winkeln, die die untere Halbachse mit der grossen Achse 
bildet, zugleich liegen müsste. Also ist die Behauptung er- 
wiesen. 

§. 48. Lehrsatz 48. Drei Maximallinien an demselben 
Quadranten einer Ellipse können nicht in einem und dem- 
selben Punkt zusammentreffen. 

Da die Maximallinien nach §. 23. zugleich Minimallinien 
sind, so können nach §. 45. nicht drei derselben von einem 
Punkt an denselben Quadranten einer Ellipse gezogen werden. 

§§. 49 und 50. Lehrsatz 49 und 50. Wenn in einem 
Punkt der grossen Achse eines Kegelschnitts, der vbm Schei- 
tel keinen grösseren Abstand als das halbe latus rectum hat 
(und in dem innern Kaum des Kegelschnitts liegt), ein Loth 
errichtet wird, so ist keine der Linien, die von einem Punkt 
dieses Lothes zwischen seinem Fusspunkt und dem Scheitel 
durch die grosse Achse hindurch an den Umfang gezogen 
werden können, eine Minimallinie, imd die in den End- 
punkten solcher Linien gezogenen Minimallinien schneiden 
auf der grossen Achse, vom Scheitel an gerechnet, grössere 
Stücke ab als diese Linien selbst. 

Fig. 810. §. 49. Sei zuerst auf der Achse einer Parabel vom 
Scheitel A aus ein Stück AH kleiner als das halbe latus 
rectum abgeschnitten, in H ein Loth errichtet und von einem 
beliebigen Punkt desselben die Linie OB, die die Achse 
zwischen A und H in C schneidet, an den Umfang gezogen, 
so ist zu zeigen, dass BC keine Minimallinie ist und dass 
die in B ausgehende Minimallinie ein grösseres Stück als 
AC auf der Achse abschneidet. 

Sei BD das Loth von B auf die Achse, so ist, weil AH 
nicht grösser als das halbe latus rectum, DH und noch mehr 
DC kleiner als dieses, und schneidet man von D aus anf D-ff 
und dessen Verlängerung ein Stück DI gleich dem halben 
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latus rectum ab^ so ist nach §. 8. BI eine Minimallinie und 
folglich die Behauptung erwiesen. 

§. 50. Sei auf der Achse einer Hyperbel oder EllpseiFig.sunnd 
vom Scheitel A nach innen zu ein Stück AH, das nicht 
grösser als das halbe latus rectum ist; abgeschnitten ^ in H 
ein Loth errichtet und von 6inem Punkt O desselben eine 
Linie gezogen, die die Achse zwischen H imd ^ in Z> und 
weiterhin den Umfang in B schneidet, so ist zu zeigen, dass 
BD keine Minimallinie ist und dass die in B gezogene Mini- 
mallinie vom Scheitel A entfernter liegt als BD. 

Sei noch BE die Ordinate von jB; weil nun AH nicht 
grösser als das halbe latus rectum, ist das Verhältniss CA 
: AH nicht kleiner als das Verhältniss t:r. Es ist aber CE 
: EH> CA : AH, was bei der Hyperbel von selbst einleuchtet, 
bei der Ellipse aber gleichfalls richtig ist, da, wenn Zähler 
und Nenner einqs unächten Bruchs um gleiche Stücke verkleinert 
werden, der Bruch dadurch nothwendig grösser wird. Es ist 
also CE:EH> t:r, und bestimmt man auf der verlängerten 
AD einen Punkt /, so dass CE:EI=t:r, so ist EI> EH 
und da die Linie IB die MinimalUnie im Punkt B ist nach 
§. 9. und 10., so ist die Behauptung erwiesen. 

§§. 51 und 52. Lehrsatz 51 und 52. Wenn unter den- 
selben Voraussetzungen als beim vorigen Satz auf der Achse 
eines Kegelschnitts vom Scheitel an ein Stück, das grösser als 
das halbe latus rectum, bei der Ellipse aber auch kleiner als 
die halbe grosse Achse ist, abgeschnitten wird, so kann jedes 
Mal eine gewisse Länge, die in der Florentiner Ausgabe mit 
dem Ausdruck „trutina, die Wage'' bezeichnet ist, bestimmt 
werden, von folgender Eigenschaft: Wenn der auf dem Loth 
angenommene Punkt einen grösseren Abstand von ^er grossen 
Achse hat als die Wage, so kann überhaupt keine Minimal- 
linie von ihm durch die Achse an den Kegelschnitt gezogen 
werden und die in den Endpunkten der von einem solchen 
Punkt ausgehenden Strahlen (gleichfalls ein Ausdruck der 
Florentiner Ausgabe) gezogenen Minimallinien schneiden 
grössere Stücke auf der Achse ab als die Strahlen selbst. 
Wenn aber der normale Abstand des angenommenen Punktes 
von der Achse der Wage gleich ist, so kann von ihm aus 
nur eine Minimallinie durch die Achse an den Kegelschnitt 

ApoUonias; Kegelschnitte. 13 
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gezogen werden, und die in den Endpunkten aller übrigen 
von diesem Punkt ausgehenden Strahlen gezogenen Minimal- 
linien sehneiden grössere Stücke auf der Achse ab als diese 
Strahlen selbst. 

Wenn endlich der normale Abstand des angenommenen 
Punktes von der Achse kleiner als die Wage ist, so können 
von ihm aas zwei Minimallinien durch die Achse an den 
Kegelschnitt gezogen werden, und die von den Endpunkten 
der zwischen diesen liegenden Strahlen ausgehenden Minimal- 
linien schneiden auf der Achse kleinere Stücke ab als die 
Strahlen selbst, die von den Endpunkten der ausserhalb lie- 
genden ausgehenden Minimallinien grössere. 

Fig. 313. §. 51. Sei eine Parabel und auf der Achse ein 

Punkt H gegeben, der von dem Scheitel A einen grösseren 

Abstand als das halbe latus rectum — hat, ferner von H auf 

HA ein Stück HP = — abgeschnitten und das übrige Stück 

PA durch einen Punkt E so getheilt, dass PE = 2 EA ist, in 
E die Ordinate EB an die Parabel gezogen und eine Länge 
W so bestimmt, dass (1) HP:PE^=BE: W, so wird zuerst 
behauptet, dass, wenn in H ein Loth HO grösser als IV er- 
richtet wird, vom Punkte O durch die Achse keine Minimal- 
linie gezogen werden kann. 

Man ziehe zunächst 0J5, die die Achse in D schneidet. 
Nun ist (2) ED'.HD^BE: OH, weil aber 0H> W, ist 
nach Zeile (1) HP:PE> BEiOH, also (3) ED:HD<:HP 
:PE oder compouendo (4) EH:ED>EH:HP, also ED 
kleiner als das halbe latus rectum HP und folglich schneidet 
die von 5 ausgehende Minimallinie auf der Achse ein grösseres 
Stück als AD ab. 

Sei nun OG eine andere von O ausgehende Linie an 
die Parabel, die die Achse in L trifft, so ist zu zeigen, dass 
auch LG keine Minimallinie ist. 

Man ziehe in B die Tangente, die die Achse in F trifft, 
und von G die Ordinate Gl, die die Tangente in K schneidet. 

Nun ist AF= AE (L 35.), mithin FE=PE (siehe Constr.) 
und folglich PE:PI>FI:FE (da immer a:a-{-x> a — xia), 
aber FI:FE=IK:BE und folglibh PE:PI>IK:BE, also 
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auch PE'BE>PI' IK und desto mehr PE-BB^PI- IG, 
aber PEBE^OH^ PH nach (1), also ist OH* PH> PI • IG 
oder OH: IG> PI: PH, da aber OHiIG t=HL:LI, ist auch 
HL:LI> PI: PH oder componendo HI:LI> HIiPH xmi 
folglich LI<zPH d. h. kleiner als das halbe latus rectum, 
wodurch bewiesen ist, dass die von G ausgehende Minimal- 
linie auf der Achse ein grösseres Stück als AL abschneidet. 

Auf gleiche Weise lässt sich der Beweis auch für eine 
auf der andern Seite von OB an den Umfang gehende Linie 
GM führen. 

Sei zweitens das Loth 0H= W, so ist unter Beibehal- 
tung der obigen Bezeichnungen zu zeigen, dass OB die ein- 
zige Minimallinie ist, die von durch die Achse an den 
Umfang gezogen werden kann. Es ist wieder wie oben 

1) ED:HD = BE: OH, und da 0H= W, ist femer 

2) HP:PE =:BE:OH, 

^ho ED : HD = HP :PE oder componendo EH: ED 
= EH:HP und folglich ED = HP d. i. gleich dem halben 
latus rectum, mithin ist BD eine von ausgehende Minimal- 
linie. Dass aber keine andere gezogen werden kann, wird 
ganz wie oben bewiesen, nur dass PE * BE diesmal nicht 
kleiner als PH- OH, sondern ihm gleich ist, was den Gang 
des Beweises nicht im Mindesten ändert. 

Sei endlich das Loth OH kleiner als W, so ist zu zei- 
gen, dass von zwei Minimallinien durch die Achse an die 
Parabel gezogen werden können. Es ist, wieder unter Bei- 
behaltung der obigen Bezeichnungen , ia, W <: OH, HP : PE 
<c:BE: OH oder HP- OH <PE' BE-, sei also Q ein Punkt 
auf BE, so dass HPOH—PE- QE, und werde nach II. 4. 
durch den Punkt Q eine Hyperbel construirt, die PA und 
das in P errichtete Loth zu Asymptoten hat, so wird diese 
der Parabel in zwei Punkten G und M begegnen müssen; 
dann ist, wenn Gl, MN die Ordinaten von G und M, L, S 
die Durchschnittspunkte voii OG, OM mit der Achse sind, 
nach n. 12. PI' GI= PE - QE=PH' OH, also PI:PH = OH 
: G/und da OH: GI=HL :.LI, auch PI:PH = HL:LI oder 
componendo HI:PH= HI: LI, also L/= PH i. i. gleich dem 

halben latus rectum und folglich GL eine Minimallinie. 

13* 
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Dasselbe lässt sich auf gleiche Art von SM zeigen und dann 
folgt der Kest der Behauptung aus §. 44. 

Fig. 314 und §. 52. Sei Äweltcns der gegebene Kegelschnitt eine 

Hyperbel oder Ellipse und der Abstand des Punktes H vom 
Scheitel A grösser als das halbe latus rectum, so werden für 
die Punkte des In H errichteten Lothes die Behauptungen 
des Satzes zu erweisen sein. 

Der nachfolgende Beweis des ApoUonius dürfte vielleicht 
manchem Leser ejbwas zu umständlich erscheinen, weshalb Ich 
im Anschluss an das' im zweiten Beweis des §. 45. Gesagte 
eine Betrachtung hier einschalte, durch die der Gegenstand 
vielleicht auf eine etwas einfachere Art erledigt werden kann. 
Wir haben dort gezeigt, dass, wenn H ein Punkt auf der 
Achse einer Hyperbel ist und von einem Punkt des In H 
unterhalb der Achse errichteten Lothes eine Minimallinie an 
die Hyperbel gezogen werden soll, der Punkt der gegebenen 
Hyperbel, den diese MinlmalHnie trifft, zugleich auf einer 
' andern gleichseitigen Hyperbel Hegt, die durch den Punkt C 

geht, und deren eine Asymptote ein Loth auf der Achse in 
dem Punkt P ist, für welchen CP:PH=t:r. Es handelt 
sich daher zunächst darum, aufzufinden, in welchem Falle 
diese zweite Hyperbel die gegebene berührt, da dann offen- 
bar nur eine Minimallinie von O ausgehen kann. Sei B 
der gesuchte Berührungspunkt der Hyperbeln und treffe 
die In B gezogene gemeinschaftliche Tangente die Achse CA 
in /, das in P errichtete Loth in Q, sei ferner , von B an die 
Achse CA die Ordinate BE und an PQ das Loth BT gezo- 
gen, TT der Mittelpunkt der gesuchten Hyperbel, e, l die Punkte, 
in denen die verlängerten BE, BI die von n ausgehende 
Parallele mit der Achse schneiden. Nun ist: 

1) CI: CA = CA:CE (L 37). 

2) Nach n. 12. CP: EP= Ttt iPtt = Bb:Ee = lb: ib^IE 
= EP: EP— IE, da lb = b7f = EP (H. 3.). Also da CPiEP 
= EPiEP '- IE, Ist dividendo CE : IE = CP : EP und 
abermals dividendo CI: CE = CE: CP, oder wenn wir darin 

statt CI seinen Werth aus (1) -^ setzen, 

3) CA^ : CE^ =iCE:CP d. h. CE die erste von zwei 
mittleren Proportionalen zwischen CA und CP, Mithin Ist 
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au» der Lage des Punktes H die des Punktes E, also auch 
der Berührungspunkt B zu finden gelehrt ; es hleibt noch die 
Länge OH zu bestimmen, welche die in B gezogene Normale 
auf dem in H errichteten Loth abschneidet. 

Ist G der Durchschnittspunkt von OB mit Cff, so ist 

EB:OH^EG:GH=^^^:HE—^^^, 

(da CE:EG=CP:PH=t:r ht) 

= CE'PH:HE'CP — CE-PH 

= GE'PH: CH'HE — PH. (HE+ CE) 

= CEPH: CH'HE-^ PH- CH 

= CE'PH:CH'EP 

d. h. das Verhältniss EB : OH ist zusammengesetzt aus den 
Verhältnissen CEiEP und PHiCH, die Länge der Strecke 
Ptt ergiebt sich' sodann aus Zeile (7) des zweiten Beweises 

zu §. 45. gleich ■ *^ . 

Es erhellt hieraus, dass, wenn OH die so bestinunte 
Länge hat, nur eine Minimallinie von O durch die Achse an 
die Hyperbel gezogen werden kann. Wenn nun OH grösser 
ist, so wird, während die eine Asymptote nQ der oben erwähn- 
ten gleichseitigen Hyperbel fest bleibt, die andere sich weiter 
von P entfernen, und da ausserdem der Punkt C ein gemein- 
schaftlicher Punkt dieser Hyperbeln bleibt, so ist durch von 
C gezogene gerade Linien und Anwendung von H. 8. leicht 
zu zeigen, dass die einem grösseren OH entsprechende Hy- 
perbel mit dem ganzen Zweige von C aus bis an die Asym- 
ptote ttQ hin innerhalb der Hyperbel CB liegt und daher die 
Hyperbel AB nicht treffen kann; mithin ist in diesem Falle 
auch keine Minimallinie von an die Hyperbel AB möglich. 

Auf dieselbe Weise folgt, dass die einem kleineren OH 
entsprechende gleichseitige Hyperbel ^mit dem von (/ bis an 
die Asymptote nQ reichenden Zweige ganz ausserhalb der 
Hyperbel CB liegt, also die Hjrperbel AB nothwendig in 
zwei Punkten schneiden muss, weshalb von O an die Hyper- 
bel in diesem Falle zwei Minimallinien gezogen werden 
können. Der Rest der Behauptung, dass, wenn eine oder 
keine Minimallinic Statt findet, die in Punkten der Hyperbel 
gezogenen MinimalHnien vom Scheitel A weiter entfernt 
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liegen als die nach O gehenden Strahlen^ und wenn zwei 
Minimallinien Statt finden^ für zwischen diesen liegende 
Punkte das Umgekehrte, für ausserhalb liegende dasselbe 
Statt findet, folgt stets genau sa wie oben bei §. 45. 

Beweis des Apollonius. Man theile Cff durch einen 
Punkt P bei der Hyperbel zwischen C und H, bei der Ellipse 
jenseit H, so dass 

1) CP:PH^t:r. 

Da nun AH> ^ , ist C/4:^/f</:r, mithin PJI<-4Ä und der 

Punkt P liegt also zwischen A und H, Man suche nun zwei 
mittlere Proportionalen zwischen CA und CP und schneide 
sie von C aus auf der Achse ab zu den Punkten £ und F^ 
so dass also 

2) CA:CE= CE: CF= CF: CP ist, 

errichte in E die Ordinate BE und bestimme eine Länge fVj 
so dass 

3) das Verhältniss W : BE zusammengesetzt ist aus den 
Verhältnissen CH : HP und PEiCE, also W:BE= CH- FE 
iHP'CE ist. 

Sei nun zuerst 0H> Wj so wird behauptet, dass von 
keine Minimallinie durch die Achse an die Hyperbel ge- 
zogen werden kann und dass die in den Endpunkten der 
von kommenden Strahlen gezogenen Minimallinien auf der 
Achse grössere Stücke als diese Strahlen selbst abschneiden. 

Man ziehe OB, die die Achse in G schneidet, so ist zu- 
nächst zu zeigen, dass BG keine Minimallinie ist. Sei X ein 
Punkt auf OH, so dass 

4) OX:HX=t:r, 

ferner äaä Rechteck CHOZ vollendet und durch Parallelen 
PtfY, Xtt^ mit den Seiten HO, HC getheilt Da nun 
0H> W, ist OH:BE> W:BE, also auch nach (3) 

OH:BE> CH'PEiHPCE'j 
da aber 

OH: BE = OH ' HX: HX ' BE und OH:HX=CH:PH, 
^0 erhält man 

CH' HX: PH' BE> CH' FE : HP ' CE oder 

5) HX: BE>PE: CE und da HX= Eb 

6) Es : BE > FEiCE oder componendo 
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BE:Ee<::CP:PE und da PE = m, E£ = P7f, ist 

7) BB'7re<:P7r'CP. 

Für diesen Fall ist aber im §. 45. gezeigt, dass BG keine 
Minimallinie ist und dass die von B ausgehende Mini- 
mallinie ein grössei^s Stück als AG auf der Achse ab- 
schneidet. 

Sei nun eine andere Linie OK an die Hyperbel gezogen, 
welche die Achse in L triflFt, so sind von KL dieselben Eigen- 
schaften zu erweisen. Sei KM die Ordinate in K, die JC^ 
in fx und die in B gezogene Tangente in x triipft, seien fer- 
ner / und L die Schneidungspunkte der Tangente mit CH 
und Xg. Weil aber Eb:BE>PE:CE [siehe (6)], sei Eb^, 
ein kleineres Stück als Es, von E aus auf ^e abgeschnitten^ 
so dass 

8) Eb,:BE = PE:CE 

und durch s, eine Parallele mit CH gezogen, die die Linien 
Bly KfXj Ptt beziehlich in ij, jm,, tt, schneidet. Nach L 37. 
ist CI:CA=:CA: CE und da nach (2) 

CA:CE=CE:CF=CF:CP, ist 

9) CI:CE=CE: CP oder dividendo 

10) IE:PE=CE:CP] 

es ist aber, wie componendo leicht aus (8) folgt 

11) CE: CP=BE:Bb, =ZE:t,£,, 
mithin aus Vergleichung mit (10) 

12) PB oder TT, £, =t,e,. 

Hieraus folgt aber /,ju, <:e,7r, und folglich iiPi-j^i«! 
< e , TT , : fx , s , oder componendo 

i,E, 'ii/^i ^Fi^i '^1^1 oder, da t , c j : 1 1 j^ j = e jJ5 : |u , k, 
folgt 

e, jB : ju, >c> jüt, TT, JejTr,, also 

13) £,jB«£,7r, >/ji,X'/ji,7rj 
und folglich desto mehr 

14) e,Ä«e,7r, >jut,Ä'«juij7r,. 

Da aber Eb , : BE = PB : CE nach (8), ist auch componendo 
Bb^ : CP = Eb ^:PE oder Bb^PE=CP'Ebj und da PjB=7r,£,, 
J^j =P7r,; so ist 

15) 5s, -TTjC, =CP-Jftr,, 

also mit (14)' verglichen 

jDijiT.jui^Trj <CP.P?r,. 
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Addirt man nun bei der Hyperbel hierzu auf beiden Seiten 
das Rechteck fx^ tt^ • jx^ j/, so erhält man fxK' fjtTr < CP' Ptt ^ 

+ l'^i^i "MiM ^^^ ^^^ desto mehr: 

16) fxK'fX7r<CP'P7r. 

Subtrahirt man aber bei der Ellipse dasselbe Bechteck 

Ml ^1 'MiM; ^^ bleibt \iK' \x7r <iCP»Pn^ — Mi ^i 'MiM; 
und da CP'Ptt^ <Z.CP*P7t, so muss desto mehr: 

17) , ixK ' fXTT <: CP ' Ptt. 

Aus (16) und (17) folgt aber, wie in §• 45. gezeigt ist, 
dass KL keine Minimallinie ist und dass die in K gezogene 
Minimallinie auf der Achse ein grösseres Stück als AL ab- 
schneidet. 

Zieht man auf der andern Seite von OB eine Linie ON 
an den Kegelschnitt, die die Achse in S trifft, in N die Or- 
dinate NR, die die Tangente in v, die Linien Xl, tt^l^ in 
p, /3j schneidet, so ist, weil tjC, =Ej;r, (siehe 12), 

t, £j :f, p, > /o, TT, : E, pj, also componendo 
t,/9j : i,e, < 8, TT, : P^tt^ und, da t,p, : tjS, = /o,v:f,JB ist, folgt 

p^v : E^B <ZBi7r^ »Pj^Tj oder p^V'p^vr^ <£,5'£,7rj 
und desto mehr 

18) p^N'P^TT^ <E,S.£,7r,, 

woraus ganz ähnlich wie oben gefolgert werden kann 

19) pN'P7F<:CP'P7r, 

so dass dann weiter aus dem in §. 45. Bewiesenen die Be- 
hauptung sich ergiebt. 

Sei zweitens OH=:W, so ist unter Beibehaltung . der 
obigen Bezeichnungen, da OH : BE = OH - XH: XH- BS 
= CHPE:PH'CE (siehe 3), wenn man statt OHiXH 
das gleiche Verhältniss CHiPH und statt XH das gleiche Es 
setzt, Eb : BE = PE: CE, also BE'PE = Ee' CEy und wenn 
man auf beiden Seiten das Rechteck PE • ejB bei der Hyper- 
bel addirt, bei der Ellipse subtrahirt, so erhält man, da 
PE=zn und Et = Pzr, 

20) tB't7r=CP'Pn. 

Mithin ist nach dem, was in §. 45. gezeigt ist, ÖGB eine 
Minimallinie. 

Ist nun OK eine andere Linie von durch die Achse 
an den Kegelschnitt, so ist unter denselben Bezeichnungen 
als oben IE:PE= CEiCP (siehe 10), und da eEiBE 
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^PE.CE nach (6), ist componendo BE:bB^CE:CP, 
aber BE:sB = IE:ls und folglich PE=l£ oder m=^u. 

Nun ist TTs : TTjui > t/x ; le und dft, iju : te = juik : si?, folgt 

TTc : TTjui > jixx : efi oder ;r£ • cÄ > ttju • jmx 

und desto mehr ne- iiB> ttix' fxK, für welchen Fall in §. 45. 

gezeigt ist; dass die in K gezogene Minimallinie ein grösseres 

Stück als AL auf der Achse abschneidet. 

Auf gleiche Weise kann die Richtigkeit der Behauptung für 
eine auf der andern Seite von OB gezogene Linie gezeigt werden. 

Sei endlich drittens OH kleiner als TV, so wird nur zu 
zeigen sein^ dass von aus zwei Minimallinien an die Hy- 
perbel gezogen werden können^ um den Best der Behauptung 
sogleich nach §• 45. folgern zu können. Wenn aber OH<zWy 
so ist nach (3) 

OHiBE :== OH > H;K:HX' BE < CH ^ PE: PH' CE, 
und da OH:HX= CHiPH und HX=Eb, so erhält man 

Eb:BE<zPE:CE oder Eb^- CE <:BE' PE 
und durch Addition oder Subtraction von Es • PE auf beiden 
Seiten CP • Ptt <zBe »ttb. Es lässt sich also ein kleineres 
Stück als Bb Us bestimmen, so dass CP'Prc=^ t/e-Tre, und 
wenn durch den Punkt U eine Hyperbel beschrieben wird, 
welche die Linien tts^ttP zu Asymptoten hat, was nach TL. 4. 
geschehen kann, so wird diese den gegebenen Kiögelschnitt 
nothwendig in zwei Punkten K und N schneiden müssen, 
und da, wenn KM, NR die in K und R gezogenen Ordina- 
ten sind, welche ttb beziehlich in /x, p schneiden, sowohl 
Kfi • jüiTT, als Np • /OTT gleich t/k • stt und also auch gleich CP'Ptt 
sind, müssen nach dem in §. 45. Bewiesenen KOy NO Mi- 
nimallinien sein, worauf auch der Best der Behauptung aus 
dem dort Dargethanen sich ergiebt. 

Scholium des arabischen Bearbeiters. Im vorigen Satz Fig. sie. 
so wie bei einigen folgenden wird verlangt zwei mittlere 
Proportionalen zu finden. Diese Aufgabe kann folgender- 
massen aufgelöst werden^ Seien AB, AG die beiden gege- 
benen Linien unter einem rechten Winkel aneinander gelegt 
und das Bechteck BACD vollendet, durch den Punkt D aber 
eine Hyperbel beschrieben, deren Asymptoten AB, AC sind, 
und werde diese Hyperbel von dem um das Bechteck ABCD 
beschriebenen Kreis zum zweiten Mal in E geschnitten; end- 



202 

Hch die Gerade DE gezogen ^ welche die verlängerte AB in 
F, AC in G schneidet, so ist 

AB:CG = VG:BF=BF:Aa 

Nach IL 8. ist FD = GE, also auch FD'FE=GE*GD und 
wegen des Kreises 

FD ' FE=: FB ' FA , Gt: ' GD = GC- GA, also 
FB'FA=GC'GA oder FB: GC=:z GAiFA, 
und da wegen Aehnlichkeit der Dreiecke GAF, DBF, GCD 
GA'.FA = GC:CD = DBiBFy xmi CD = AB, DB = ACy 
so erhält man leicht die Behauptung 

AB:CG= CG: BF= BF: AC. 

Dass hierbei die Hyperbel den Kreis nur in zwei Punk- 
ten schneiden kann, folgt aus IV. 33., und dass sie es immer 
thun muss, ausser wenn AB = AG, folgt daraus, dass die 
Tangente der Hyperbel in D parallel der Piagonale AC ist, 
während dies die Tangente des Kreises in D nicht sein 
kann. 

§. 53. Lehrsatz 53. Wenn ausserhalb einer durch die 
grosse Achse abgeschnittenen Hälfte einer Ellipse auf der 
kleinen Achse oder ihrer Verlängerung ein Punkt so ange- 
nommen wird, dass das Stück der kleinen Achse von diesem 
Punkt bis zum entfernteren Scheitel derselben zur halben 
kleinen Achse kein kleineres Verhältniss hat als die grosse 
Achse zu ihrem latus rectum, so kam) von diesem Punkt 
durch die grosse Achse hindurch an die Ellipse keine Mini- 
mallinie gezogen werden und die in den Endpunkten der 
von dem angenommenen Punkt ausgehenden Strahlen gezo- 
genen Minimallinien liegen von dem zimächst gelegenen 
Scheitel der grossen Achse entfernter als die Strahlen selbst. 
Fig. 317. Sei ADB die Hälfte einer Ellipse , deren grosse Achse 

AB ist, und O ein Punkt der verlängerten kleinen Halbachse 
DC von der Eigenschaft, dass OD : CD nicht kleiner als t ir 
(AC^iDC^). Ist nun OE eine beliebige Linie von O durch 
die grosse Achse an den Quadranten ACD der Ellipse, welche 
die grosse Achse in H trifft, so wird behauptet, dass die in 
E ausgehende Minimallinie vom Scheitel A entfernter liegt 
als EO, 

Man ziehe von E die. Ordinate EF an die grosse und 
das Lotb EG an die kleine Achse, so ist 
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OG.CG>OD.CD, 
also nach Ami ahme 

OG : CG > / : r ; da aber 
OG:CG=OE:HE= CFiHF, 
ist auch CF:HF>tiry und bestimmt man also auf CF einen 
Punkt ly so das& CFiIF^tir, so mues IF> HF sein und 
/ zwischen H und C liegen. Nun ist aber nach §. 10. EI 
die von E ausgehende Minimallinie und folglich nach §. 25. 
EH keine solche; mithin die Behauptung erwiesen. 

§. 54. Lehrsatz 54. Wenn ausserh^b einer durch die 
grosse Achse abgeschnittenen Hälfte einer Ellipse auf der 
kleinen Achse oder ihrer Verlängerung ein Punkt angenom- 
men wird; dessen Abstand von dem entfernteren Scheitel der 
kleinen Achse zur halben kleinen Achse ein kleifaeres Ver- 
hältniss hat als die grosse Achse zu ihrem latus 'rectum/ so 
kann von diesem Punkt an jeden der beiden Quadranten der 
oben erwähnteti Ellipsenhälfte eine und nur eine Minimallinie 
gezogen werden; in dem Theil aber eines solchen Quadran- 
ten, der an den Scheitel der grossen Achse stösst, liegen die 
in beliebigen Punkten des Umfangs gezogenen Minimallinien 
von diesem Scheitel entfernter als die Strahlen von dem 
zilierst angenommenen Punkt nach denselben Punkten ; in 
dem andern Theil eines jeden Quadranten aber näher. 

Sei ADB die Hälfte einer Ellipse, deren grosse Achse rig. 317. 
AB ist; O ein Pimkt der kleine^ Achse ausserhalb dieser 
HälftO; so dass OD : CD <:t:rj so wird behauptet; dass von 
O an den einen Quadranten AD der. Ellipse eine Minimal- 
linie OE gezogen werden kann und dass die von Punkten 
zwischen A und E ausgehenden Kinimallinien von A entfern- 
ter liegen als die von denselben Punkten nach O gehenden 
Strahlen; die von Punkten zwischen E und D ausgehenden 
aber näher. 

Sei ein Punkt G auf CD bestimmt, so dass OGiCG 
= /:r; da aber OD:CD<:tirp mu&s'OG<cOD sein, also 
der Punkt G innerhalb der Ellipse liegen. Man errichte nun 
in G ein Loth auf CD^ das den Quadranten AD in E trifft, 
ziehe OE, welches CA in H trifft, und von E an die grosse 
Achse die Ordinate EF* Weil nun 

t:r = OG:CG=OE:HE=CF:HF, 
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Ist nach §. 10. OE eine MInImallinie, desgleichen ist aber 
auch OD eine solche nach dem in §. 20. Erwiesenen und 
sonach folgt die Behauptung aus §* 46. 

§§. 55 — 57. Lehrsatz 55-— 57. Wenn ausserhalb einer 
durch die grosse Achse entstandenen Hälfte einer Ellipse ein 
Punkt unter der Achse so angenommen wird; dass das von 
ihm auf die grosse Achse gefällte Loth den Mittelpunkt nicht 
trifft, so kann von diesem Punkt durch die von dem Loth 
nicht getroffene Hälfte der grossen Achse eine und nur eine 
Minimallinie an den Umfang gezogen werden. 

Fig. 318. §. 55. Sei ADB die Hälfte einer Ellipse, deren grosse 
Achse AB ist, ein Punkt imter dieser Achse, dessen 
Ordinate die Hälfte CB derselben trifft, so wird zunächst 
behauptet, dass von durch die Hälfte CA der grossen 
Achse eine Minimallinie an den Umfang gezogen werden 
kann. 

Sei P ein Punkt der verlängerten Ofl", Q eiu Punkt der 
verlängerten CS, so dass OP:PH= CQ: QH=t:r, Ä der 
vierte Eckpunkt des Eechtecks PHQR und werde durch den 
Punkt nach H. 4. eine Hyperbel • beschrieben, deren Asym- 
ptoten RP, RQ sind, so muss diese, wie nachher bewiesen 
werden soll, den Quadranten AD der Ellipse in einem Punkt 
E schneiden, und dann ist OE, welche CA in G schneidet, 
die verlangte Minimallinie. Man verlängere OE an bei- 
den Seiten, bis sie die Asymptoten RP, RQ in den Punkten 
/ und K trifft, ziehe von E und / die Lothe EF, IL an die 
Achse. Nun ist nach H. 8. OK = EIy mithin auch jffQ = LF, 
und da OP:HP=OI:GI=HL:OL und OP:HP=CQ:QH, 
ist CQ : QH = HL : GL oder durch Subtraction der corre- 
spondirenden Glieder 

HL—CQ:GL — HQ= CQ:m = t:r, 
aber wenn man HQ durch das gleiche LF ersetzt, erhält man 

HL—CQ=CF, GL — HQ=GFuni also 
CF:GF=t:r, 
mithin OE eine Minimallinie nach §. 10. 

Fig. 318. §. 56. Es bleibt zu zeigen, dass die durch den Punkt 

beschriebene Hyperbel den Quadranten AD der Ellipse 
treffen muss. Sei zu dem Ende im Scheitel A der letzteren 
eine Tangente gezogen, welche die Asymptote RI in M trifft. 
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Weil nun CQ:HQ= OP: HP ist; muss AQ:HQ> OP: HP und also 
AQ'HP>HQ'OP oder RM - MA> RP • PO sein, und es lässt 
sich also auf MA tein Punkt X bestimmen, so dass XM • MR 
= RP • PO ist , und durch diesen Punkt muss diei Hyperbel 
gehen. Wenn aber die Ton O kommende und, weil RQ • CQ 
:=RP'PO ist, durch den Mittelpunkt gehende Hyperbel die 
Tangente AM in einen Punkt treffen soll, muss sie nothwen- 
dig vorher den Quadranten AD der Ellipse geschnitten haben. 

§, 57. Es bleibt noch zu zeigen, dass ausser OE keine Fig. 819. 
andere Minimallinie durch die Hälfte CA der grossen Achse 
gezogen werden kann. 

Sei iV der Punkt, in welchem OE die kleine Achse 
durchschneidet, so wird, wenn S ein beliebiger Punkt der 
Ellipse zwischen E und D ist, nach §. 46. die von 8 aus- 
gehende Minimallinie dem Scheitel A näher liegen als die 
Gerade SN, mithin auf der andern Seite dieser Linie liegen 
müssen als OS uiad folglich kann diese letztere nach §. 25. 
keine Minimallinie sein. Ist dagegen T ein Punkt der El- 
lipse zwischen A und E, so wird die von T ausgehende Mini- 
mallinie gleichfalls nach §. 46. vom Scheitel A. entfernter 
liegen als die Gerade NT und folglich den Punkt O nicht 
treffen können. Mithin kann von O an den Quadranten AD 
keine Minimallinie ausser OE gezogen werden^ 

§§. 58 und 59. Aufgabe 1 und 2. Von einem Punkt 
ausserhalb eines Kegelschnitts, der nicht in der Verlängerung 
der grossen Achse liegt, an denselben eine Linie zu ziehen, 
deren zwischen den Umfang und die grosse Achse fallendes 
Stück eine Minimallinie ist. 

§. 58. Aufgabe 1. Sei zuerst der gegebene Kegel- Fig. 320. 
schnitt eine Parabel AE und O der ausserhalb derselben ge- 
gebene Punkt. Man fälle von diesem ein Loth OH auf die 
Achse und schneide von H auf der Achse nach aussen zu 
ein Stück HP gleich dem halben latus rectum ab, errichte 
in P ein Loth und beschreibe durch den Punkt (nach H. 4.) 
eine Hyperbel, die PA und das Loth in P zu Asymptoten 
hat; diese Hyperbel muss, da sie die Achse zur Asymptote 
hat, die Parabel in einem Punkt E treffen; man ziehe nun 
OE, welche verlängert die Achse in F, das in P errichtete 
Loth in. G trifft, und ziehe von E die Ordinate ED. Weil 
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nun nach IL 8, FE =00, ist auch FD =i HP, also gleich 
dem halben latus rectum ; mithin nach §.8« EF eine Mijai- 
mallifLie. 
Fig. 321 und §. 59; Aufgabe 2. Sei zweitens der Kegelschnitt ent- 
weder eine Hyperbel oder eine Ellipse. Man falle von dem 
gegebenen Punkt ein Loth OH auf die Achse und be- 
stimme sowohl in OH als in CH als in CH und zwar bei 
der Hyperbel auf diesen Linien selbst, bei der Ellipse in 
ihren Verlängerungen über H Punkte / und K, so dass 
OI:IH=CK:KH—t:r ist, voUendß das Rechteck, iÄKP 
und construire nach IL 4. durch den Punkt O eine Hyperbel, 
deren Asymptoten PI und die nöthigenfalls verlängerte PK 
sind. TriflFt nun diese Hyperbel den gegebenen Kegelschnitt 
in Ej und dass dies nothwendig geschehen muss, soll nachher 
gezeigt werden, so ziehe man OEy welches verlängert die 
Asymptoten PK, PI in G, M, die Achse in F triflft, und von 
E die Ordinate ED, welche PI in N schneidet. Nun ist, weil 
OG = EM, auch PI oder HK = MN, also auch DK = ML Da 
aber t ±r:t = HO : 10 = FH : MI = FH : DK= CH: CK, 
wobei das obere Zeichen für die Hyperbel, das untere für 
die Ellipse gilt, so erhalten wir durch Addition oder Sub- 
traction der correspondirenden Glieder in den letzten bei- 
den Verhältnissen CF: CD =:/^r:/, woraus endlich dividendo 
DF : CD = r:t sich ergiebt, und also ist nach §. 9; und 10. 
EF eine Minimallinie. Dass aber die durch den Punkt O 
construirte Hyperbel den gegebenen Kegelschnitt treffen muss, 
folgt bei der Hyperbel leicht daraus, dass sie eine diesseit 
der Achse gelegene Parallele damit zu einer Asymptote hat 
und also, um sich dieser Linie zu nähern, jedenfalls die 'ge- 
gebene Hyperbel schneiden muss, bei der Ellipse aber daraus, 
dass die durch O construirte Hyperbel durch den Mittelpunkt 
C der Ellipse geht, da nach Construction Ol » PI 7= CK • PK 
ist, und also nothwendig, ehe sie von O nach C gelangt, die 
Ellipse getroffen haben muss. 
Fig. 323. §. 60. Aufgabe 3. Wenn bei der Hyperbel das von 
dem gegebenen Punkt gefällte Loth den Mittelpunkt C 
trifft, so findet man die von ausgehende Minimallinie fol- 
gendermassen : Man theile das Loth OC durch einen Punkt 
/, so dass Ol: CI=t: r, ziehe durch / eine Parallele mit der 
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AiAt»e^ welche die Hyperbel in E triflft, und ziehe OE, die 
:verlfogert die Achse in F trifft, so ist OEF die gesuchte 
Linie, denn t:r = OI:CI= OE: FE=CD: DF und folglich 
nach §• 9. OEF eine Minimallinie, 

§. 61. Aufgabe 4. Wenn bei einer Hyperbel das Loth Fig. 38*. 
OH die Achse jenseit des Mittelpunktes C triflft, so seien 
wieder / imd K Punkte auf OH und Cff , so dass Ol : IH 
= CK : KH = i:r, und in iC und / Parallelen mit OH 
und CH gezogen , die sich in P schneiden ; beschreibt 
man nun durch C eine Hyperbel, welche die verlängerte TP 
vokd PK zu Asymptoten hat, so ist die von O nach dem 
Schneidungspunkt E dieser Hyperbel mit der gegebenen ge- 
zogenen Linie OE, welche verlängert die Achse in F trifft, 
die verlangte Minimallinie. 

Da nun CK:KH=OI:IH, ist CK'IH=OT'KH oder 
PK'CK=PIOI, und da PKCK^PN-EN, so ist PI 
' Ol = PN ' EN oder PI : PN = EN : Ol = NM : MI, 

woraus sich leicht ergiebt, dass PN=zMI, und da^+. r*^ 
=:CH:CK=:HO:OI =HF:IM imi IM=PN=DK, ist 
CH: CK= HF: DK, woraus durch Subtraktion der correspon- 
direnden Glieder entsteht CF : CD = CH: CK = t + r '. i oder 
endlich dividendo CD:FD = t:r, weshalb nach §. 9. OEF 
eine Minimallinie ist. 

§§. 62 und 63. Aufgabe 5 und 6. Von einem Punkt 
innerhalb eines Kegelschnitts, der nicht auf der Achse liegt, 
an denselben eine Minimallinie zu ziehen. 

§. 62. Aufgabe 5. Sei O der zunächst innerhalb einer Fig. 325. 
Parabel gegebene Punkt, so fälle man das Loth OH auf die 

Achse und schneide von H aus auf dieser das Stück HP = ^ 

nach dem Scheitel zu ab, errichte in P ein Loth und lege 
durch den Punkt O eine Hyperbel, deren Asymptoten die 
Achse und das in P errichtete Loth sind. Trifft nun diese 
die Parabel in E, so ist OE die verlangte Minimallinie. Denn 
seien F und G die Schneidungspunkte der verlängerten OE 
mit der Achse und dem in P errichteteten Loth, ED die Or- 
dinate von JB, so ist, weil EG^=^OF, auch DP=FH oder 

FD = HP = ~ und folglich nach §. 8.. OE eine Minimallinie. 
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Fig. 826 und §. 63. Aufgabe 6. Sei O ein innerhalb einer Hjrper- 
bel oder Ellipse gegebener Punkt; von welchem eine Mmi- 
mallinie an den Umfang gezogen werden soll. 

Man fälle das Loth OH auf die Achse, suche bei der 
Hyperbel auf OH, CH selbst, b6i der Ellipse in ihren Ver- 
längerungen Funkte / und K, so dass 

OI:HI=CK:HK=t:r, 
ziehe durch / und K Parallelen mit CH und OH, die sich in P 
schneiden; und beschreibe durch den Punkt O eine Hyperbel; deren 
Asymptoten PI und PK sind. Trifft nun diese Hyperbel den ge- 
gebenen Kegelschnitt in E, so ist OE die verlangte Minimallinie. 
Man verlängere OEj bis es <lie Asymptoten PI, PK in 
M und G; die Achse in F trifft, ziehe die Ordinate ED, welche 
PI in N schneidet. Weil nun nach H. 8. EG = OM, ist auch 
NP=MI oder HK= MN. Da aber 

t±r:t=HO:IO = FH:IM=FH:DK=CH:CK, 
so folgt durch Addition oder Subtraktion der correspondiren- 
den Glieder in den letzten beiden Verhältnissen 

CF: CD=it±r:t oder dividendo FD:CD = r:t 
' und folglich OE eine Minimallinie nach §. 9. und 10. 

§§. 64 — 67. Lehrsatz 58 — 61« Wenn ein Punkt unter- 
halb der Achse eines Kegelschnitts gegeben ist, dessen Ver- 
bindungslinie mit dem Scheitel einen spitzen Winkel mit der 
Achse bil(Jet; und wenn von diesem Punkt durch die Achse 
entweder nur eine oder keine Minimallinie an den Umfang 
gezogen werden kann, so ist die Verbindungslinie des gege- 
benen Punktes mit dem Scheitel die kürzeste Linic; die von 
ihm an den jenseit der Achse liegenden Theil des Umfangs 
gezogen werden kann, und von je zwei andern Linien die dem 
Scheitel nähere kleiner als die entferntere. 
Fig. 328. §. 64. Sei zuerst der gegebene Kegelschnitt eine Pa- 
rabel und ein Punkt O unterhalb der Achse so angenommen, 
dass die Linie OA einen spitzen Winkel mit der Achse bil- 
det und dass es unmöglich ist; von O durch die Achse eine 
Minimallinie an den Umfang zu ziehen, so wird behauptet, 
dass, wenn OB, OC beliebige andere von durch die Achse 
an den Umfang gezogene Linien sind und zwar OB näher 
an OA als OC, OA<:OB<: OC ist. 

Der Beweis stützt sich darauf; dass die in den Punkten 
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der Parabel gezogenen Minimallmien vom Scheitel A ent- 
fernter liegen als die von denselben Punkten nach O gehen^ 
den Strahlen^ was für die gemachten Voraussetzungen sowohl 
dann Statt findet; wenn das von O auf die Achse gefaUte 
Loth OH auf dieser ein kleineres Stück als ias halbe latus 
rectum abschneidet nach §. 49., als auch dann, wenn das ab- 
geschnittene Stück AH >>jiBt und das Loth OH länger als 
die Wage ist nach §• 51. 

Sei nun zuerst, wenn es möglich ist, OA = OB und in 
A und B die Tangenten AE nach oben und BF nach unten 
gezogen ; weil nun HAE ein rechter Winkel ist, ist OAE ein 
stumpfer Winkel, und weil die von B gezogene Minimallinie 
entfernter von A Hegt als BO und nach §. 27. senkrecht auf 
BF steht, muss Winkel OBF ein spitzer Winkel sein; errich- 
tet man also in A ein Loth AG auf OA und beschreibt mit 
OA einen Kreis, so wird, weil AG (L 32.) innerhalb der 
Parabel fallt und eine Tangente des Kreises ist, auch der 
von A ausgehende Bogen des leftzteren innerhalb der Parabel 
liegen; bei B aber muss, weil OBF ein spitzer Winkel ist, 
also BF innerhalb des Kreises liegt, während es die Parabel 
berührt, der von dort ausgehende Bogen des Kreises ausser-, 
halb der Parabel liegen, mithin muss der Kreis zwischen A 
und B die Parabel in einem Punkt D schneiden, so dass der 
Theil AD des Kreises innerhalb der Parabel liegt. Allein 
wenn in D nach unten zu die Tangente DI an die Para- 
rabel gezogen wird, für den Punkt D dieselben Schlüsse gel- 
ten als für den Punkt B, dass nämlich der Winkel ODI ein 
spitzer Winkel ist, so muss der mit OD um beschriebene 
Kreis unterhalb D zuerst ausserhalb der Parabel fallen, wäh- 
rend er nach dem Vorigen doch innerhalb liegt. Da er nun 
nicht zugleich innerhalb und ausserhalb liegen kann, so ist 
die Annahme OA = OB falsch. 

Sei zweitens, wenn es möglich ist, OA > OB. Beschreibt 
man wieder mit OB einen Kreis, so muss dieser nach Obigem 
zunächst unter B ausserhalb der Parabel fallen, während er 
OA zwischen und ^ in M treffen muss, er muss deshalb die 
Parabel in einem Punkt K so treffen, dass der Theil KM des 
Kreises innerhalb der Parabel fallt; zieht man aber in .fiTnach 

ApoUonins, Kegelschnitte 14 
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unten zu die Tangente KL an die Parabel; so bildet diese 
nach den §§• 49 und 51. einen spitzen Winkel mit OK und 
es müsste also, gerade wie oben am Punkte D gezeigt ist, 
der zunächst unter K liegende Theil des Kreises sowohl in- 
nerhalb als ausserhalb der Parabel sich befinden, was un- 
möglich ist, folglich ist auch nicht 0A> OBy und da vorher 
gezeigt ist, dass nicht OA = OB sein kann, so ist bewiesen; 
dass OA<cOB. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass OB <. OC ist. Man ver- 
längere deshalb die Tangente FB über B hinaus bis N und 
ziehe in C nach unten zu die Tangente CN, Weil nun, wi6 
oben gezeigt ist, Winkel OBF ein spitzer ist, so ist sein 
Nebenwinkel OBN ein stumpfer, dagegen OCN ein spitza* 
aus §. 49. oder 51., und es kann folglich für OB und 
OC ganz auf dieselbe Weise wie vorher für OA und OB ge- 
zeigt werden, dass weder OB = OC noch OB r> OC sein kann; 
woraus dann also OB <. OC sich ergiebt und folglich ist die 
ganze Behauptung erwiesen. 

§. 65. Dieselben Eigenschaften können für den Fall, 
dass von keine Minimallinie durch die Achse gezogen 
werden kann, auf ganz gleiche Weise auch für die Hyperbel 
bewiesen werden, da aus den §§. 50 und 52. sich ergiebt, dass 
die in den Punkten der Hyperbel gezogenen Minimallinien 
vom Scheitel A entfernter liegen als die nach gehenden 
Strahlen und in dem Beweise für die Parabel keine andere 
Eigenschaft derselben als diese angewendet worden ist. 

§• 66. Sei der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse, deren 
einer Quadrant AX ist, und ein Punkt unter der Halb- 
achse C/4, so wird, wenn von O keine Minimallinie an den 
Umfang des genannten Quadranten gezogen werden kann, 
d. h. wenn entweder das durch das Loth OH auf der Achse 

abgeschnittene Stück AH<c- oder 0H> W ist, wiederum 

aus den §§. 50 und 52. folgen, dass die in den Punkten des 
Quadranten AX gezogenen Minimallinien vom Scheitel A wei- 
ter entfernt liegen als die nach gehenden Strahlen, woraus 
dann auf gleiche Weise wie bei der Parabel gefolgert wird, 
dass unter den von O an aen Quadranten AX gehenden Strali- 
len OA der kürzeste ist. 
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Ann^ Pie roUstimdige Behanctlang df^* bei der Ellipse eintretenden Falle 
fp^ weiter opten. 

§• 67. Eß soll jetzt für die Parabel und^HyperW ge-pig. 329. 
»«igt werden, daes; auch wmn von dem Punkt an die jen- 
seit der Achse liegende Hälfte des Kegelschnitts eine Mi- 
oimaUimo gezogen werden kann, die Verbindungslinie des 
Punktes mit dem Scheitel die kürzeste unter ^Uen Linien an 
die9e Hälfte des Umfangs ist. 

Es ist aus den §§. 50 und 52. zimächst klar^ dass die- 
ser Fall nur dann eintreten kann, wenn das Stück -^fl" grösser 
ab das halbe latus rectum und das Loth OH gleich der 
Wage TT ist, so wie dass dann die Ton Punkten des Kegel- 
Schnitts ausgehenden Minimallinien vom Scheitel weiter ent- 
fernter sein werden als die nach O gehenden Strahlen, mit 
einziger Ausnahme der nach O selbst gehenden Minimallinie, 
£e natürlich mit dem Strahl zusammenfiLllt. 

Hieraus kann nun die Bicfatigkeit der Behauptung folgen- 
dennassen gezeigt werden. 

Sei OA der Strahl nach dem Scheitel A, OB die einzige 
mögliche Minimallinie , so ist zunächst für die zwischen A 
und B an den Umfang gehenden Strahlen der frühere Be- 
weis gültig, dass die von OA entfernteren derselben länger 
sind als die näheren und OA der kürzeste ist. Es bleibt 
aber noch zu zeigen, dass OB selbst länger ist als die vor- 
hergehenden Strahlen und dass auch die dann folgenden 
Strahlen immer länger werden. 

Wäre zuerst OB gleich einem der früheren Strahlen OD, 
so sei OK ein zwischen beiden liegender Strahl ; dann ist OK 
läoger als OD*^ man nehme nun auf OK einen Punkt k, so 
dass 0K>' Ok > OB oder OD, dann muss ein mit Ok um O 
beschriebener Kreis den Kegelschnitt zwischen K und B in 
einem Punkt L treffen und es müsste dann also OL kleiner 
als OK sein, was dem früher Bewiesenen widerspricht, da OL 
Wtfemtei^von A liegt als OK] es kann also nicht OB=OD 
sein. Wäre zweitens OB kleiner als OD, so sei d ein Punkt 
auf OD d^r Art, dass OD :> Od > OB, dann müsste wieder 
dmr mit 0^ um O beschriebene Kjeis den Kegelschnitt zwi- 
schen D und B in einem Punkt M treffen , also OM < OD 

14!» 
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sein und, da dies unmöglich ist; ist bewiesen, dass OB grösser 
als alle zwischen A und B den Umfang treffenden Strahlen ist. 

Wir hab^n nun zu zeigen, dass OB selbst kleiner ist 
als die entfernteren Strahlen und unter diesen die weiter 
entfernten grösser sind als die näheren. 

Seien also OE, OF zwei entferntere Strahlen und zwar 
OF der entferntere von beiden, so müssen, wenn Ep, Fr die 
Tangenten in E und F nach der dem Scheitel ab^ewandten 
Seite zu sind, die Winkel 0^, OFr nach dem Obigen stumpf 
sein, also das in E auf OE errichtete Loth Eq und folglich 
auch der mit OE um O beschriebene Kreisbogen innerhalb 
des Kegelschnitts fallen, woraus dann ebenso wie in §. 64. 
gezeigt werden kann, dass OE kleiner als OF ist und dass 
also von zwei jenseit OB liegenden Strahlen der entferntere 
länger ist als der nähere. Es bleibt zu zeigen, dass OB 
selbst kürzer als alle folgenden ist. Wäre aber zuerst OB 
gleich einem der folgenden OE und ON ein Strahl zwischen 
beiden, so müsste ON kleiner als OE und OB sein. Man 
nehme daher auf ON einen Punkt v, so dass OB > Ov > ON 
ist, dann muss der mit Ov um O beschriebene Kreis den 
Kegelschnitt zwischen B und N in einemr Punkt P treffen 
und es müsste also OP grösser als ON sein, was dem früher 
Bewiesenen widerspricht; mithin kann OB nicht gleich OE 
sein. 

Wäre endlich OB grösser als OE, so sei ß ein Punkt 
auf OBj so dass OB>Oß:>OEj dann müsste der mit Oß 
um beschriebene Kreis den Kegelschnitt zwischen B und 
E in einem Punkt Q treffen und OQ grösser als OE sein, 
was dem früher Bewiesenen widerspricht; also ist OB kürzer 
als alle folgenden Strahlen und es ist somit überhaupt für 
Parabel und Hyperbel die ganze Behauptung bewiesen. 

§§. 68 und 69. Lehrsatz 62 und 63. Unter zwei 
von einem Punkt an eine Parabel oder Hyperbel gehenden 
Tangenten ist diejenige kürzer, deren Berührungspunkt dem 
Scheitel näher liegt. 

Fig. 330 und 8. 68. Sei eine Parabel ADE gegeben und von einem 

-331 00^ 

ausserhalb liegenden Punkt P zwei Tangenten PD und PE 
an dieselbe gezogen, so ist, wenn D dem Scheitel A näher 
liegt als E, zu zeigen, dass PD < PE ist. 
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Man ziehe DJB und von P einen Durchmesser, welcher 
DE in F und die von E an die Achse gezogene Ordinate 
EG in H trifft, so ist nach L 41. und 11. 30. DF= EF und 
der Winkel PFD als Scheitelwinkel des in dem rechtwinkligen 
Dreieck EFH befindlichen spitzen Winkels EFH gleichfalls 
ein spitzer Winkel, also PFE ein stumpfer Winkel, und da 
nun die beiden Dreiecke PFD, PFE zwei Seiten gleich und 
die eingeschlossenen Winkel ungleich haben^ so ist bewiesen, 
dass PD <: PE ist. 

§. 69. Sei zweitens der gegebene Kegelschnitt eine Hy- Fig. 332 und 
perbel, so ist unter Beibehaltung der obigen Construction 
und Bezeichnung der Winkel EHF als Aussenwinkel des 
rechtwinkligen Dreiecks CHG nothwendig ein stumpfer, mit- 
hin der Winkel EFH und folglich auch sein Scheitelwinkel PFD 
ein spitzer Winkel, worauf denn der übr\ge Theil des Be- 
weises unverändert wie oben angewendet werden kann. 

Anm. Es erhellt leicht, dass, wenn P sich zwischen der Tangente iv^ 
Scheitel A und dem Kegelschnitt befindet, beide Tangenten JPD und PE die- 
selbe Hälfte des Kegelschnitts berühren, wenn dies dagegen nicht der Fall ist, 
so liegen die Berührungspunkte D und E auf verschiedenen Seiten des Schei- 
tels A und dann ist deijenige von beiden A näher, der mit P auf derselben 
Seite der grossen Achse liegt. 

§. 70. Lehrsatz 64. Wenn an zwei Punkte eines 
Quadranten einer Ellipse Tangenten gezogen und bis zu 
ihrem Schneidungspunkt verlängert werden, so ist diejenige 
der beiden die kürzere, deren Berührungspunkt dem Scheitel 
der grossen Achse näher liegt. 

Seien PD, PE Tangenten der erwähnten Art, D demrig. 334. 
Scheitel der grossen Achse näher als E und CD, CE, CP 
gezogen, welche letztere DE in F durchschneidet, so ist nach 
IL 30. F die Mitte von DE und nach §. 11. CD länger als 
CB, mithin Winkel DFC ein stumpfer, also sein Nebenwin- 
kel PFD ein spitzer Winkel, woraus leicht folgt, dass PD 
kleiner als PE ist. 

§. 71. Lehrsatz 65. Wenn an jeden, der beiden Qua- 
dranten einer durch die grosse Achse gebildeten Ellipsen- 
hälfte Tangenten gezogen und bis zu ihrem Durchschnitts- 
punkt verlängert sind, so ist diejenige die längere, deren 
Berührungspunkt die längere Ordinate hat. 

Seien in zwei Punkten D, JE, die auf den beiden Qua-rig, 335. 
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dranten einer EllipseAhälfte ADEB Begen, Tangenten gezo- 
gen ^ die sich in P schneiden^ und angenommen ^ dftss £e 
Ordinate DO kürzer ist als die Ordinate JEH, so ist zu zei- 
gen; dass PD kürzer ist als PE* 

Man ziehe CD, Ctl, CP, ED, welche letzteren Linien 
sich in F kreuzen, femer in E eine Parallele mit der grossen 
Achse ; die die Ellipse zum zweiten Male in / trifffc, ziehe 
CI und die Ordinate IK. Nun ist, weil EH=:zIK und 
jB£r> DG, auch IK:> DG und folglich nach §. 11. CD > Ci, 
also auch CD >- CE, und folglich, da F nach II. 30- die Mitte 
Ton DE ist, Winkel CFD ein stumpfer und PFD ein spitzer 
Winkel, worauf sich aus dem Dreieck PDE leicht ergiebt^ 
dass PD kürzer als PE ist. 

§. 72. Lehrsatz 66. Wenn auf einer Seite der Achse 
einer Parabel oder Hyperbel ein Punkt angenommen wird, 
von welchem aus durch die Achse zwei Minimallinien an 
den Umfang gezogen werden können, so ist diejenige der 
beiden, die dem Scheitel am nächsten liegt, die längste aller 
Linien, die zwischen dem Scheitel und der andern Minimal* 
linie von dem Punkt an den Umfang gezogen werden kön* 
nen, und von den übrigen in diesem Baum befindlichen Strah*- 
len ist d^r dem längsten nähere grösser ald der entf^ntere 
, (wobei jedoch nur die auf einer Seite des längsten Strahles 
liegenden mit einander verglichen werden können). Die an- 
dere Minimallinie aber ist kürzer als alle entfernter vom 
Scheitel an den Umfang gezogenen Strahlen, unter welchen 
gleichfalls die weiter entfernten länger sind als die näheren. 
Fig. 386. Sei eihe Parabel oder Hyperbel AEF und unterhalb der 
Achse ein Punkt O gegeben, von welchem durch die Achse 
hindurch zWei Mtnimallinien OB, OC an den Umfang gezo- 
gen werden können, und OB dem Scheitel A näher als OC, 86 
ist zu zeigen, dass unter allen zwischen A und (7 ati den 
Umfang gehenden Linien OB die längste ist und dass von 
zwei zwischen B und C an den Umfang gebenden Linien die 
OB nähere OD länger ist als die entferntere OE, femer dads 
OC kürzer als alle folgenden Linien ist. 

Man ziehe von O auf die Achse das Loth OH, femer 

in B, D, E Tangenten, deren mittlere die beiden andern in 

(?, / triffib, verbinde OG, OL Aus den Sätzen 49—62 leuch- 
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tet nun znnächst ein^ dasB die Minimallinien von den Punkten 
srmschen B und C dem Scheitel A näher liegen als die von 
denselben Punkten nach O gehenden Strahlen und aUo die 
Winkel ODCf, OEI stumpf sind. Es ist nun, da Winkel OBG 
ein rechter Winkel ist, OG^ = OB^ + BG^ , und da ODG 
stumpf ist, OG^ > OD^ + DG^, also OB^ + BG^ > OD^ 
-j- DG^, und da in §§. 68. und 69. dargethan ist, dass BG 
< DG, so ist desto mehr OB^ > OD^ oder OB > OD. Auf 
gleiche Weise ist, weil ODI ein spitzer, OEI ein stumpfer 
Winkel ist, 07» <: OD^ + DI^ und OP > OJB^ + JBP, also 
OD^ + DP> OE^ + El^y und da wieder nach §§. 68., 69. 
DI<:EIy so ist desto mehr OD^ :> OE^ oder OD<:OR 
In Betreff der zwischen B und C liegenden Strahlen ist somit 
die Behauptung erwiesen. Für die zwischen B und A und 
die jenseit C liegenden Strahlen folgt aus den Sätzen 49 — 62., 
dass die in ihren Endpunkten gezogenen Minimallinien vom 
Scheitel weiter abliegen als die Strahlen selbst, woraus gerade 
tde in §. 64. gefolgert werden kann, dass sowohl die Strah- 
len von OA bis OB, als auch die jenseit C auf einander fol- 
genden Strahlen an Länge zunehmen, je mehr sie sich von 
OA oder OE entfernen. Mithin ist die Behauptung erwiesen» 

§• 73. Lehrsate 67. Wenn unterhalb der grpssen Achse 
einer Ellipse und zwar nicht auf der kleinen Achse oder 
ihrer Verlängerung ein Punkt angenommen wird, von dem 
durch die Achse nur eine Minimallinie gezogen werden kann, 
80 ist dies die langete unter q,llen von dem angenommenen 
Punkt durch die Achse an den Umfang gehenden Linien 
und jede ihr nähere Linie länger als die entferntere; die 
kürzeste aller dieser Linien ist die Verbindungslinie des ge- 
gebenen Punktes mit dem zunächst gelegenen Scheitel der 
grossen Aehse. 

S^ O ein Punkt unier der grossen Achse einer Ellipse, Fig. 3S7. 
Ton welchem durch diese hindurch nur eine MinimaUinie an 
de» Umfang gezogen werden kann, so muss diese nach §. 55, 
diejenige Hälfte CB der grossen Achse treffen, welche das 
von O gefällte Loth OH nicht trifft. Sei also OE diese Mi- 
nimaUinie, A der zunächst gelegene Scheitel, so. ist zu 
zeigen^ dass die von O ausgehenden Strahlen von OA bis OE 
an lifinge zunehmen und von OE bis OB wieder abnehmen« 
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Sei D der Scheitel der kleinen Achse in der ElKpsen- 
hälfte AEB und zwischen OA und OD die Strahlen OF, OGj 
zwischen OD und OE die Strahlen Ol, OL^ zwischen OE und 
OB die Strahlen OM, ON in der genannten Ordnung so wie 
in den Punkten Ay F, G, D, I, L, E, My N, B die Tangenten ge- 
zogen, die der Keihe nach in den Punkten a, (f), y, ^5 1, X, e, fx, v 
zusammentreffen. 

Nun ist zunächst im §. 52. erwiesen, dass die von Punk- 
ten der Ellipse zwischen -4 und D ausgehenden MinimaUinien 
entfernter vom Scheitel A liegen als die von denselben Punk- 
ten nach gehenden Strahlen und dass also die Winkel 
OFcLy OG(^, ODy spitz und OAaL, 0F<^, OGy stumpf sind, woraus 
gerade wie in §. 64. gezeigt werden kann, dass 0A<:OF 
<:OG<:OD ist 

Für die zwischen D und E fallenden Punkte ist aber 
leicht zu erweisen, dass die von ihnen ausgehenden Minimal- 
linien ebenfalls entfernter vom Scheitel A fallen als die nach 
O gehenden Strahlen; denn ist Q der Durchschnitt von OE 
mit der kleinen Achse, so gehen von Q zwei Minimallinien 
QDj QE an die Ellipse und für die zwischen D und JE lie- 
genden Punkte müssen nach §. 45. die Minimallinien dem 
Scheitel B näher, also natürlich dem Scheitel A entfernter 
liegen als die nach Q und also desto mehr als die nach O ge- 
henden Strahlen. Hieraus folgt, dass die Winkel Old, OLi 
spitze, die Winkel ODd, OL stumpfe sind und OEk ist ein 
rechter Winkel, und da ausserdem nach §. 70. d/> <^/, i/> li, 
lLz>UEy so ist ähnlich als früher Od» > OD^ + D^^ und 
0(^2 < 0/2 + m , also OD^ + 2>d2 <: 0/a + B^ und desto 
mehr OD'^ <: 01^ und auf ganz gleiche Art OP <: OL^, 
OL^ <: OE^y also OD<:OI<zOL<: OE. 

Dass endlich unter den zwischen E und B an den Um- 
fang gehenden Strahlen OE der längste und 0M::> 0N> OB 
ist, wird genau ebenso ak in §. 64. und 67. geschehen ist, 
bewiesen, und da OA kürzer als OB ist, so ist die ganze 
Behauptung erwiesen. 

§. 74. Lehrsatz 68« Wenn unterhalb der grossen Achse 
einer Ellipse ein Punkt angenommen wird, von dem nur zwei 
MinimaUinien durch die Achse an den Umfang gezogen wer- 
den können ; so ist diejenige der beiden ^ welche diQ klein« 
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Achse durchsclmeidet^ der längste unter allen von dem Punkt 
durch die Achse an den Umfang gezogenen Strahlen und 
an jeder Seite derselben der näher gelegene Strahl länger 
als der entferntere; der kürzeste aller Strahlen aber ist die 
Verbindungslinie des gegebenen Punktes mit dem zunächst 
gelegenen Scheitel der grossen Achse. 

Sei O ein Punkt unterhalb der grossen Achse einer Fig. sds. 
^Ellipse, von welchem zwei MinimaUinien OE, OF durch die 
Achse an den Umfang gezogen werden können^ so ist zuerst 
einleuchtend^ dass nicht auf der kleinen Achse liegen kann^ 
da sonst ausser dieser Achse selbst entweder keine oder noch 
zwei einander gleiche MinimaUinien ausgehen müssten^ was 
gegen die Annahme ist. TreiFe also das Loth OH von 
die Halbachse CA in H, so folgt ferner aus §. 55.^ dass von 
O durch die Halbachse CB eine und nur eine Minimallinie 
gezogen werden kann; soll also ausserdem nur noch eine 
andere möglich sein^ so muss, wie leicht aus §. 49. und §. 52. . 
folgt, AH grösser als das halbe latus rectum und OH gleich 
der Wage sein, da sonst entweder zwei oder keine Minimal- 
linie durch die Halbachse CA gehen würden; es sei nun OE 
die durch CB, OF die durch CA gehende Minimallinie, dann 
folgt aus §• 52.7 dass sowohl in den Punkten zwischen A und 
F als in denen zwischen F und dem Scheitel D der kleinen 
Achse die Minimallinien vom Scheitel A entfernter liegen als 
die nach O gehenden Strahlen, woraus dann gerade wie in 
§. 64 gefolgert werden kann, dass, wenn OG, Ol Strahlen 
sEwischen OA und OF, OK und OL solche zwischen OF und 
OD sind, sowohl OA<:OG<zOI als OK<:OL ist, dass 
aber OF < OK ist, wird wie in §. 67. gezeigt Endlich flir 
die an den Quadranten DB gehenden Strahlen wird ganz 
wie im vorigen Satz bewiesen, dass OE der längste von 
allen ist und die an beiden Seiten von diesem femer gele- 
genen Strahlen kürzer sind als die näheren; da nun OA <: OB 
ist, so ist die Behauptung vollständig erwiesen. 

§. 75. Lehrsatz 69. Wenn unterhalb der grossen und 
nicht auf der kleinen Achse einer Ellipse ein Punkt ange- 
nommen wird, von welchem drei MinimaUinien durch die grosse 
Achse an den Umfang gezogen werden können, so ist die- 
jenige derselben, die durch die dem Punkt abgewandte Halb- 
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achse geht^ der längste unter allen von dem Funkt an den 
Umfang gehenden Strahlen ^ die zwischen dem entfernteren 
Scheitel und der mittleren Minimallinie liegen ^ und Tön den 
übrigen in diesem Haum befindlichen Strahlen an jeder Seite 
der Yon dem längsten entferntere kürzer als der nähere; 
von den zwischen der mittleren Minimallinie und dem 
näheren Scheitel an den Umfang gezogenen Strahlen 
aber ist die dritte Minimallinie der längste und zu beiden 
Seiten die entfernteren Strahlen kürzer als die näheren. Yon 
den erwähnten beiden Maximis aber ist das ersterwähnte 
das grössere. 
Fig. 339. Sei O ein Punkt unterhalb der grossen Achse einer 
Ellipse; von welchem drei Minimallinien OE, OF, OG durch 
die Achse AB an den Umfang gezogen werden können, und 
zwar OE durch die dem Punkt O abgewandte Halbachse CJ^ 
die beiden andern durch CA, so ist zu zeigen^ dass OG das 
Maximum der zwischen B und F^ OG das Maximum der 
zwischen A und F an den Umfang gezogenen Strahlen ist 
und dass OE > OG. 

In Bezug auf die zwisch^ A und F an den Umfang 
gezogenen Strahlen kann gerade; wie oben im §. 72, bei Pä- 
rabel und Hyperbel geschehen ist; bewiesen werden^ dass OG 
der längste ist und von je zwei andern der entferntere kür- 
zer als der nähere ist; da ja die in den Punkten des Un^ 
fangs gezogenen Minimallinien dieselben Eigenschaften haben 
als bei Parabel und Hyperbel, d* h. zwischen A und G ^om 
Scheitel A entfernter als die Strahlen; zwischen G und F 
aber demselben näher liegen; dass abei* unter den zwiscb^ 
OF und OB liegenden Strahlen OE der längste ist tind die 
an beiden Seiten von ihm weiter abliegenden Strahlen an 
Grösse abnehmen; folgt ganz wie beim vorigen Sata« £g 
bleibt sonach nur zu zeigen ; dass OS > OG und das kann 
folgendermassen geschehen. Seien Gl, EM die Ordinalen von 
G und E, L und N die Durchschnittspunkte von OG und OS 
mit AB, GP eine Parallele voti G mit der Achse, die die 
Ellipse zum «weiten Male in P, die verlängerte OH in Q 
trifft, endlich PR die Ordinate von P. Weil nun 00 und 
OJ^ Minimallinien sind; so muss nach §. 15. 
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CI:ILr±zCM:NM=ii:r, mithin 
m:IL<:HM: NM oder dividendo 
HL:IL<:HN:NM oder also auch HO:GI<:HO:EM 
8«b HBd folglich ist GI>EM. Weil aber GQ<:QP ist, ist 
aiK)h OO <: OP und nach dem oben Gezeigten^ weil FR :> EM, 
attch 0P<: OE, miüun mass OG <: QE sein nnd ist die ganze 
Behauptung erwiesen. 

§.'76. Lehrsatz 70. Wenn von einem Punkt auf der 
kleinen Achse einer Ellipse oder deren Verlängerung durch 
die grosse Achse hindurch ausser der kleinen Achse selbst 
keine Minimallinie gezogen werden kann^ so ist der erwähnte 
Theil der kleinen Achse selbst der längste unter allen von 
dem erwähnten Punkt durch die grosse Achse hindurch an 
den Umfang zu ziehenden Strahlen und auf jeder Seite der 
entferntere Strahl kürzer als der nähere. 

Sei der Punkt auf der verlängerten kleinen Halb- rig, 340. 
achse DC dergestalt angenommen, dass von ausser OD 
keine andere Minimallmie an den Umfang ADB gezogen 
werden kann, so ist zu zeigen, dass OD der längste unter 
aflen von O an ADB gehenden Strahlen ist. Nach §. 53. 
liegen aber die in Punkten zwischen A und D gezogenen 
Minimallinien vom Scheitel A weiter entfernt als die von 
denselben Punkten nach O gehenden^ Strahlen, woraus gerade 
wie in §. 72. gezeigt werden kann, dass die Strahlen von 
DA bis OD an Länge zunehmen; und ebenso ist es auf der 
andern Seite. 

§. 77. Lehrsatz 71. Wenn von einem Punkt auf der 
kleinen Achse einer Ellipse oder deren Verlängerung auf 
jeder Seite eine Minimallinie durch die grosse Achse hin- 
durch an den Umfang gezogen werden kann, so ist jede 
dieser Minimallinien der längste unter den von an densel- 
ben Quadranten gezogenen Strahlen und auf jeder Seite die 
diesem Maximum näheren Strahlen länger als die entfernteren. 

Sei ein Punkt auf der verlängerten kleinen Halbachse Fig. 340. 
DCy von welchem durch die grosse Halbachse CA hindurch 
eine Minimallinie OE an den Umfang gezogen werden kann, 
so ist zu zeigen, dass OE das Maximum der zwischen OA 
und OD an den Umfang gehenden Strahlen ist. 
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Da ODy OE zwei vom Punkt O ausgehende Minimal- 
linien sind; so werden nach §• 45. f)ir die ^zwischen A und 
E liegenden Punkte der Ellipse die Minimallinien vom Scheitel 
A weiter abliegen als die nach O gehenden Strahlen , fiir 
die Punkte zwischen E und D dagegen werden sie näher 
an A liegen als die letzteren und folglich wird die Be- 
hauptung gerade so wie in §. 72. zu erweisen sein. 
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Sechstes Buch des ApoUonius von Perga 

über Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Attalus. 

Ich schicke Dir das sechste Buch der Kegelschnitte, 
welches Sätze über die Congruenz und Aehnlichkeit der 
Kegelschnitte und der Segmente derselben enthält; sowie 
einiges Andere ; das meine Vorgänger übersehen haben. 
Insbesondere findest Du in diesem Buche beschrieben, wie 
ein Schnitt; der einem gegebenen congruent ist, in einem ge- 
gegebenen geraden Kegel erhalten w.erden kann und wie 
ein gerader Kegel bestimmt werden kann, der einem ge- 
gebenen ähnlich ist und einen gegebenen Kegelschnitt ent- 
hält. Diese Dinge habe ich etwas vollständiger und klarer 
behandelt, als die vor mir darüber geschrieben haben. 
Lebe wohl. 

Erklärangeot 

1 ) Zwei Kegelschnitte heissen congruent, wenn einer von 
ihnen so auf den andern gelegt werden kann, dass sie 
einander überall decken. 

2) Zwei Kegelschnitte heissen ähnlich, wenn die ent- 
sprechenden Ordinaten derselben sich wie die zuge- 
hörigen Abscissen verhalten. Entsprechende Ordinaten 
heissen aber diejenigen, deren zugehörige Abscissen 
sich wie die latera recta der Kegelschnitte verhalten. 

3) Die Gerade, welche einen Abschnitt eines Kreises 
oder eines Kegelschnitts begränzt, heisst Basis oder 
Grundlinie des Segments. 
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4) Die Gerade, welche die der Grundlinie parallelen Seh- 
nen eines Segments halbirt, heisst der Durchmesser 
des Segments. 

5) Der Punkt des Kegelschnitts, den der Durchmesser 
eines Segments trifft, heisst der Scheitel des Segments. 

6) Congruente Segmente heissen solche, die mit ihren 
gleichen Grundlinien so auf einander gelegt werden 
können, dass sie sich vollständig decken. 

7 ) Aehnliche Segmente heissen solche, deren Durchmesser 
gleiche Winkel mit den Grundlinien bilden und in 
welchen entsprechende Ordinaten sich wie die Durch- 
messer der Segmente verhalten. Entsprechende Ordi- 
naten heissen aber solche, welche die Durchmesser 
nach gleichem Verhältniss theilen. 

8) Man sagt, dass ein Kegelschnitt in einem Kegel ent- 
halten sei, wenn entweder der ganze Schnitt in der 
Oberfläche des Kegels zwischen dem Scheitel und der 
Grundfläche oder der ganze Schnitt in der Erweiterung 
der Kegelfläche unterhalb der Basis oder endlich wenn 
ein Theil des Kegelschnitts oberhalb der Basis in der 
Kegeloberfläche, ein anderer Theil unterhalb in der 
Erweiterung der Kegelfläche liegt. 

9) Gerade Kegel heissen ähnlich, wenn ihre Achsen sich 
wie die Durchmesser ihrer Grundflächen verhalten. 

10) Das zu einer Achse oder einem Durchmesser gehörige 
Rechteck ist das Rechteck aus dem zugehörigen latus 
transversum und latus rectum. 

§. 1. Lehrsatz 1. Wenn bei zwei Parabeln die zu den 
Achsen gehörigen latera recta gleich sind, so sind die Para- 
beln congruent und bei congrjienten Parabeln sind die zu 
den Achsen gehörigen latera recta gleich. 

Sind DA, da zwei Parabeln, EA,Ba ihre Achsen und 
ALf ak die zugehörigen latera recta, welche einander gleich 
sind, so wird behauptet, dass die Parabeln eongruent sind. 

Fig. 341a Seien AE,az zwei gleiche Abscissen, DMy6t die zugehö- 

rigen Ordinaten, so ist nach I. 11. DE"^ = AM* AL, h^ = ae 
• ak und da die Seiten der Rechtecke einzeln gleich sind, ist 
a|ichZ)£=d£; wird also die zweite Parabel mit ihrer Achse 
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aur auf die Achee AE der ersten Parabel gelegt; so muss auch 
d^ Packt ^ auf den Funkt D fallen, und da das von allen 
Punkten der Parabeln in gleicher Weise gilt; so ist bewie- 
st^, dftSB diese congruent sind. 

Umgekehrt; wenn die Parabeln congruent sind; also DE 
=zdf; AE^szae^ leuchtet von seibat eiu; dass auch AL^saK 
aeiii musa. 

§. 2. Lehrsatz 2. Wenn die zu den Hauptachsen ge- 
hörigen Rechtecke zweier Hyperbeln oder Ellipsen congruent 
aind^ so sind auch diese Schnitte selbst congruent; und um- 
gekehrt bei congruenten Schnitten sind auch die zu den 
Hauptachsen gehörigen Rechtecke congruent. 

Seien bei zwei Hyperbeln oder Ellipsen sowohl die Pig. 342 a 
Hauptachsen AB und aß als ihre zugehörigen latera recta Fig. 343a 
ALy oK gleich , so wird behauptet ; dass die Schnitte con- 
gruent sind. 

Man nehme auf den Achsen vom Scheitel A ab zwei 
gleiche Abscissen AE und ae, ziehe in E und e die Ordinaten 
ED und sd und die Linien BL^ ß\j bis sie die in E und e 
^richteten Lothe in F und 4> sehneiden ; weil nun BA = 
ßUf AL =5 aX; ist das ^ BAL congruent dem ^ ßa\, mithin 
/_B^=^,/_ß. Da nun aber auch BE = ße, muss das /\BEF 
congruent dem ^^ßscj), also EF^=^ s<f> sein; nach I. 12 und 13. 
ist aber DE^ = AE' EF, h^ = ae^B<\i'^ und da nun die ein- 
seUien Seiten der Rechtecke gleich sind; müssen auch ihre 
Ijihalte gleich sein und folglich DE = ds. Legt man also 
die Hyperbeln oder Ellipsen mit ihren gleichen Achsen auf 
einander; so fallt der Punkt 6 des einen Kegelschnitts auf 
den Punkt D des andern und überhaupt jeder Punkt des 
einen auf einen des andern^ d. h. die Kegelschnitte sind 
congruent. 

Sind aber zweitens die Schnitte congruent; so ist zu 
zeigen ; das sowohl die Hauptachsen BA, ßa als die zugehö- 
rigen latera recta AL und dK gleich sind. 

Seien übrigens unter Beibehaltung der obigen Figuren 
nnd Bezeichnungen noch zwei andere gleiche Abscissen AK, 
OK abgeschnitten und die zugehörigen Ordinaten KI, xt ge- 
bogen; die verlängert BL und ß\ beziehlich in M und fx tref- 
fen; und von L und \ die Lothe LG,Xy auf EF,s(^, von F 
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und <t> die Lothe FN, ())y auf KM, xfi gefüllt. Weil nun DE^ 
= ^£^y ist auch AE* EF= as • e(f>, und weil IK^ = ik*, auck 
AK'KM=ä,K'KiJL'y da aber sowohl AE=aE als AK=olhj 
muss EF=s(f) und KM=>ifi und auch die Differenzen JEff 
= EX, MN=fxv seiu; also ist /\FNM congruent dem A<l>yM' 
Sind nun aber die Winkel MFN, fjL<f)y gleich, so sind es auch 
ihre correspondirenden Winkel FLG, <f)\y, und da ausserdem 
LG = Xy, ist /\ LGF congruent dem /\ \y(f), also auch GF 
==y(f)5 und da EF=B<f), müssen auch ihi'e Differenzen oder 
Summen AL und aX gleich sein, dann sind aber auch die 
Dreiecke!/-^, Xaß congruent und folglich .45= aß; also ist 
die Behauptung erwiesen. 

ADm. Es leuchtet ein, dass auf gleiche Weise als in diesen Sätzen ge- 
schehen ist, gezeigt werden kann, dass zwei Parabeln congruent sind, wenn 
die Winkel zwischen einem Durchmesser und den zugehöiigen Ordinaten so 
wie die zu diesem Durchmesser gehörigen latera recta gleich sind. 

Ebenso dass zwei Hyperbeln oder Ellipsen congruent sind, wenn die Win- 
kel zwischen einem Durchmesser und den zugehörigen Ordinaten gleich und 
die zu diesem Durchmesser gehörigen Rechtecke congruent sind* 

§. 3. Lehrsatz 3. Eine Ellipse kann nicht mit einer 
Parabel oder Hyperbel congruent sein, weil sie geschlossen ist, 
während diese sich in's Unendliche fort erstreckt, aber auch 
eine Parabel kann nicht mit einer Hyperbel congruent sein. 
Fig. 344a Sei, wenn es möglich ist, FDA eine Parabel, <\>da eine 

Hyperbel, die so auf einander gelegt werden könnten, dass sie 
sich decken, und auf den Achsen AGyOty zwei Paar sich deckende 
Ordinaten FG und cf)/, DE und de errichtet, und sei aß dag 
latus transversum der Hyperbel. Nun muss nach I. 20. 
DE^ : FG^=EA : GA und nachl. 24. ds^ : (py^=scL - sßiya-yß, 
also, da DE= de, FG = ^y, EA = sa, GA = ya, müsste 
sß =: yß sein, was unmöglich ist, also kann eine Parabel nicht 
den Scheitel der Hauptachse mit einer Hyperbel gemein haben 
und ausserdem noch in zwei andern Punkten auf derselben 
Seite der letzteren gleiche Ordinaten mit der Hyperbel haben 
und also nicht mit derselben congruent sein. 

§§. 4:und5. Lehrsatz 4 und 5. Jeder Durchmesser einer 

Ellipse theilt dieselbe in zwei congruente Theile. 

Fig. 345. §. 4. Sei zuerst behauptet, dass die grosse oder kleine 

Achse AB einer Ellipse dieselbe in congruente Hälften theilt 

Man nehme einen Punkt F im Umfang der Ellipse, falle von 



225 

ihm die Ordinate FE an die Achse und verlängere FE^ bis 
sie den Umfang zum zweiten Male in D trifft; so ist, wie 
bekannt, FE=ED] legt man nun die eine Hälfte AFB der 
^Ellipse auf die andere, so dass A auf A, B auf B fallt, so 
wird wegen Gleicheit der Winkel bei E auch FE auf ED 
und der Punkt F auf den Punkt D fallen, also sind, da dies 
von allen Punkten des Umfangs ^IFS gilt, die beiden Häl- 
ften AFBfADB congruent. 

§. 5. Es ist zweitens zu zeigen, dass auch ein belieb!- Fig. 34g. 
ger Durchmesser FG einer Ellipse dieselbe in zwei con- 
gruente Theile theilt 

Man ziehe die Achsen ABj DE, so dass F in dem Qua- 
dranten AD, G in BC liegt, fälle von F und G die Ordinaten 
FH, GK an die Hauptachse und verlängere erstere, bis sie 
die Ellipse zum zweiten Male in 1 schneidet. 

Da nun nach §. 4. AFDB congruent AEGB und auch 
DAE congruent EBD ist und da, weil CG = GF, auch CK 
= CH und HA = BK ist, so ist sowohl das Stück AUF con- 
gruent mit AHf als dieses Stück AHI congruent BKG^ also 
AHF congruent BKG-^ da aber auch /\CFH congruent /\CGK 
ist, folgt, dass der Sector CFA congruent dem Sector CGB ist. 
Der Quadrant ACE ist aber ferner congruent BCD durch 
zweimalige Anwendung von §. 4. und da auch der Quadrant 
ACD congruent mit ECB ist und schon bewiesen ist, dass 
FCA congruent GCB, so muss auch der ßest, nämlich der 
Sector DCF, congruent dem Sector ECG sein ; mithin ist be- 
wiesen, dass das Stück FAEG congruent ist dem Stück GBDF. 
({y e. d. 

§. 6. Lehrsatz 6. Wenn irgend ein Theil eines Ke- 
gelschnitts auf einen andern so gelegt werden kann, dass sie 
sich decken, so sind auch die ganzen Schnitte congruent. 

Dieser Satz ist derselbe als der im §. 24. des vierten 
Buches enthaltene, und da auch der Beweis mit dem dort ge- 
gegebenen übereinstimmt, so kann dieser dort nachgesehen 
werden. 

§. 7. Lehrsatz 7. Wenn bei einer Parabel oder Hy- 
perbel Ordinaten an die Achse gezogen und über dieselbe 
hinaus bis an den Kegelschnitt verlängert werden, so sind 
die auf beiden Seiten der Achse durch irgend zwei Or- 

ApolloniUB, Kegelschnitte. ^5 
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dinaten und ihre Verlängerungen entstandenen Cunrenab- 
schnitte congruent; aber nicht congruent mit irgend einem 
andern Theile des Kegelschnitts. 
Pig, 347. Sei AH die Achse einer Parabel oder Hyperbel, DE, GH 
Ordinaten an dieselbe, die verlängert den Kegelschnitt in 
Fy I treffen, so ist zu zeigen, dass die Abschnitte AD und AF, 
DG und FI congruent sind, dass aber einer dieser Abschnitte 
z. B. FI mit einem andern Theil KL des Schnitts sich nicht 
decken kann. 

Dass die Theile AF und AD, FI und DG auf einander- 
fallen, wird gerade wie in §. 4. gezeigt, denn da die Ordi- 
naten auf beiden Seiten der Achse rechte Winkel bilden und 
gleich lang sind, so ist einleuchtend, dass, wenn ^ der Theil 
AFI auf ADG gelegt wird, sowohl F auf D und / auf G 
als die dazwischen liegenden Theile des Umfangs auf ein- 
ander fallen. 

Könnte aber das Stück FI des Kegelschnitts sich mit 
einem andern Theil LK auf der andern Seite decken, so 
müssten nach vorigem Satz auch die über diese Segmente 
hinausfallenden Theile der Kegelschnitte congruent sein, also 
der Theil IFA auf LK und seine Verlängerung und der 
Punkt A auf einen andern Punkt des Umfangs als A selbst, 
also auch die Linie uiH auf eine andere Linie als AH fallen, 
mithin müsste die Parabel oder Hyperbel zwei verschiedene 
Achsen haben, was nach IL 48. unmöglich ist. Also kann 
ein Theil FI eines Kegelschnitts mit keinem andern als dem 
ihm gerade gegenüber auf der andern Seite der Ellipse He- 
genden zusammenfallen. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn bei einer Ellipse Ordinaten 
an die grosse oder kleine Achse gezogen und über dieselbe 
hinaus bis an den Umfang verlängert werden, so sind die 
zwischen zweien derselben auf beiden Seiten der Achse lie- 
genden Abschnitte unter sich congruent; ebenso ist jeder 
derartige Abschnitt congruent mit dem auf der andern Seite 
^ dqs Mittelpunkts zwischen Ordinaten, die gleichen Abstand 
von diesem haben, gelegenen. Ausserdem aber ist ein sol- 
cher Abschnitt mit keinem Theile der Ellipse congruent. 
Fig. 348. Seien AB, DE die Achsen einer Ellipse, GIH, KLM Lothe 

auf der Achse AB auf derselben Seite des Mittelpunktes in 
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den Entfernungen CI, CL] desgleichen ytr}, kX/x Lothe auf der 
andern Seite des Mittelpunkts in den Abständen Cl, Ck, so 
dass CI=sz Cif CL = Cky so ist zu zeigen, dass KG cöngruent mit 
MH so wie mit xy oder mit /xt] ist, aber nicht mit irgend einem 
andern Theile an/ des Umfangs. Dass nun der Bogen KG cön- 
gruent MH und MH cöngruent ixyj und fxrj cöngruent Ky ist, 
folgt durch wiederholte .Anwendung von §. 4. Wäre aber 
KG noch mit einem andern Theil des Umfangs ^y cöngruent, 
so müssten nach §. 6. auch die Verlängerungen von KG mit 
den Verlängerungen von an/ zusammen fallen, mithin müsste 
der Punkt A auf einen andern Punkt des Umfangs als auf 
den Punkt B fallen und sonach hätte die Ellipse zwei ver- 
verschiedene grosse oder kleine Achsen, was nach II. 48. 
unmöglich ist. Folglich ist die Behauptung erwiesen. 

§. 9. Lehrsatz 9. In congruenten Kegelschnitten decken 
sich Bogen, welche von den Scheiteln der Hauptachse durch 
gleiche Bogenstticke getrennt sind-, solche aber, bei denen 
dies nicht der Fall ist, können nicht zur Deckung gebracht 
werden. 

Sind AEF, as^ congruente Schnitte und EF, B(f) zwei Bo- - 
gen derselben, deren correspondirende Endpunkte E und e 
um gleiche Bogen AE, as von den Scheiteln A und et abstehen, 
so ist einleuchtend, dass, wenn der Schnitt aecf) so auf AEF 
gelegt wird, dass die gleichen Bogen AE und ae sich decken, 
auch die Stücke EF und £(p auf einander liegen; wenn also 
der Bogen EF mit einem andern Theile an/ des andern Ke- 
gelschnitts sich decken könnte, so müsste der Bogen wy auch 
cöngruent <()£ sein, was gegen die beiden vorigen Sätze ist. 

§. 10. Lehrsatz 10. Wenn zwei Kegelschnitte nicht 
cöngruent sind, so kann nicht ein Theil des einen sich mit 
irgend einem Theil des andern decken. 

Dieser Satz ist nur die Umkehrung von §. 6., denn da- 
nach müssten, wenn ein Theil des einen Kegelschnittes mit 
einem Theil des andern cöngruent wäre, auch die ganzen 
Schnitte cöngruent sein, was gegen die Annahme ist. 

§. 11. Lehrsatz 11. Alle Parabeln sind unter einander 
ähnlich. 

Seien AEFH, ascj»] zwei Parabeln, AL und aX ihre latera Fig. 349 
recta und AD, a^ irgend zwei Abscissen, die sich wie AL : a\ 

15* 
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verhalten,, seien femer B und C irgend zwei Punkte auf AJDj 
und ß^y solche Punkte auf ad, dass AB : aß = AC : ay = AD : ad, 
und seien die Ordinaten BE, CF, DHy ße, y<J), di] gezogen. 

Da nun nach I. 11. DEP^ = AD • ^L, d>|2 = ad • aX und 
nach Annahme AD:a^ = AL: aX, ist DH^ : örj^ = AD^ : ad^ 
oder 2>Ä : drj = -4Z) : ad. Da ferner AB : aß =i ADiady so 
erhalten wir ganz auf dieselbe Art B£ : ßB = AB : aß und ebenso 
aus der Proportion AC : ay = AD : ad die weitere CF : ytft 
= AC:ayi mithin sind nach Erkl. 11. die Parabeln ähnlich. 

§. 12. Lehrsatz 12. Zwei Hyperbeln oder Ellipsen sind 
ähnlich, wenn die zu den Achsen gehörigen Rechtecke ähn- 
lich sind, und umgekehrt bei ähnlichen Hyperbeln oder El- 
lipsen sind die zu den Achsen gehörigen Rechtecke ähnlich. 

Fig. 351a Seien AE,aB zwei Hyperbeln oder Ellipsen, deren zu 

352a und b. dcu Achscu ABy aß gehörigen Rechtecke AB • AL, aß • aX 
ähnlich sind, und in dem beliebigen Punkt H der Achse die 
Ordinate HI errichtet, ferner auf der Achse aß ein solcher 
Punkt 7} bestimmt, dass HA:ria=AL:aX ist, und in dem 
Punkt 7} die Ordinate rjL errichtet. Da nun nach I. 21. 

jÖ/2 :HA'HB = AZ:AB und »jt^ : yja • Tjß = aX : aß, nach 
Voraussetzung aber AL : AB = aX : aß, so ist auch HI^ : HA 
. HB=riL^ :ria-riß oder HI^ : yii'^ — HA -HBiria- riß. Da aber 
HA : rja = AL : aX = AB : aß ist, so erhalten wir componendo 
leicht HA : rja = HB : iqß , welches oben eingesetzt ergiebt: 
HI^ : YjL^ = HA^ : rja^ oder HI: r)t = HA : rja und auf gleiche 
Weise ist dasselbe für andere entsprechende Ordinaten zu 
zeigen, weshalb nach Erklärung H. die Kegelschnitte ähn- 
lich sind. 

Umgekehrt, wenn der Kegelschnitt AE dem Schnitt at 
ähnlich ist, so ist zu zeigen, dass die zu den Achsen gehö- 
rigen Rechtecke ähnlich sind. Wir haben unter Beibehaltung 
der obigen Bezeichnung die Proportionen 

1) HI^iHA^HB^AL: AB, 

2) rji,^ : Tja • Tjß = aX : aß 
und nach Erklärung der Aehnlichkeit 

3) HI : Tjt = HA : rja = AL : aX, 
woraus wir leicht erhalten 

4) HP : HA^ AL^TiL^iria' aX, 
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und schreiben wir nun die Zeilen (l) und (2) durch Verschiebung 
der inneren Glieder: 

HI^:HA'AL=iHB:AB, 
TjL^ : rjoL • ak = riß : aß, 
so ergiebt sich aus Vergleichung mit (4) sofort: HB: AB 
= riß : aß oder dividendo HA:rioL=:AB:ciß oder nach (3) AB: aß 
= AL : a\ d. h. die zu den Achsen gehörigen Bechtecke 
sind ähnlich. 

§. 13. Lehrsatz 13« Zwei Hyperbeln oder Ellipsen 
sind ähnlich, wenn die zu irgend zwei beliebigen Durchmes- 
sern derselben gehörigen Eechtecke ähnlich sind und die zu- 
gehörigen Ordinaten in beiden Schnitten gleiche Winkel mit 
den Durchmessern bilden. 

Seien DAy 6a zwei Hyperbeln oder Ellipsen und CD, Fig. 353 a 
yS Halbmesser in denselben, deren zugehörige Rechtecke 354a und t. 
ähnlich und deren Ordinaten winkel gleich sind, so wird be- 
hauptet, dass die Hyperbeln oder Ellipsen ähnlich sind. 

Seien A, a die Scheitel der Hauptachsen und in A, D, 
a, ^ Tangenten gezogen , die die Halbmesser CDy CA, yd, ya 
beziehlich in E, F, s, (/> schneiden. 

Seien ferner um die Dreiecke CAE, yas Kreise beschrie- 
ben und durch A und a Parallelen mit DF, d^ gezogen, die 
die Linien CD, y6 beziehlich in G, X, die Kreise aber zum 
zweiten Male in H, ri schneiden. Ausserdem ziehe man noch 
von den Mittelpunkten M, fx der Kreise die Linien MA, fta so 
wie die Lothe MI, jut auf die Sehnen AH, ari und endlich von 
2>, d die Lothe DK, dx auf die Achsen. 

Weil nun die zu den Durchmessern CD nnd yd gehöri- 
gen Rechtecke ähnlich sind, so ist nach I. 37. auch 
AG^ : GE • GC = ax^ * X^ ' XYj ^^^ ^* wegen der Kreise 
GEGC=GA' GH und x^ • X? = X^ • Xn, ist GA^ :GA>GH 
= X*^ • ^ft • X^ ö^^r ^^ ' ^^ == X^ • X^; woraus dividendo 
oder cpmponendo GA : AH ==■ x* : ari und, wenn man hierin 

die Hinterglieder halbirt, GA:AI=^X'^'^'" ^^ ^^^^ ^^^'^ 
Annahme /^ MGA = /^ /uixa ist, so sind die Dreiecke MGI, 
IxxL ähnlich, und da ihre Seiten GI,xh ^^ vorher gezeigt 
ist, durch die Punkte A, a nach gleichem Verhältniss getheilt 
werden, io müssen auch die Dreiecke AMG, ajjtx ähnlich und 
die Centriwinkel AMG und ajutx, mithin auch die zu ihnen 
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oder ihren Nebenwinkeln gehörigen Peripheriewinkel C und 
y gleich sein. 

Also sind nun die Dreiecke CDK und ydx ähnlich und 
da nach Annahme /^ CDF=: /_ y^<f>^ sind auch die Dreiecke 
DKFy &K<\> ähnlich und man hat 

1) DK:KC==6K:xy, 

2) Dir:ÄF==(^>c:x({), woraus 

JDK^ : KC ' KF = ^K^ iKy-K^t] aber nach L 37. ist 
DK^ : KC • KF gleich dem Verhältniss zwischen dem zur 
Hauptachse gehörigen latus rectum und latus transversum, 
mithin ist der Satz auf den vorigen zurückgeführt und die 
Behauptung erwiesen. 

Es muss noch bemerkt werden, dass, wenn die Kegel- 
schnitte Ellipsen sind, die Linien CA^ya, entweder beide zu- 
gleich die grossen oder die kleinen Halbachsen sein^ müssen. 

Anm. Der Beweis dieses Satzes ist beim Apollomus nicht so weit aus- 
geführt als es hier geschehen ist, weshalb Pappus ein Lemma dazu anfuhrt, 
worauf sich auch Halley bei seiner Ausgabe bezieht; da indess ohne zu grosse 
Weitläufigkeit der Inhalt dieses Lemma in den Beweis des Satzes selbst ge- 
zogen werden konnte, so habe ich dies vorgezogen und verweise übrigens zur 
Vergleichung auf die Anmerkung zu L 53. Jenes Lemma lautet übrigens folgen- 
derraassen: Wenn in zwei rechtwinkligen Dreiecken auf der Hypotenuse eines 
jeden oder deren Verlängerung ein Punkt angenommen wird, dessen Verbin- 
dungslinie mit der Spitze -des rechten Winkels dieselben Winkel mit den Ka- 
theten in dem einen Dreieck bildet wie in dem andern, und wenn die Quadrate^ 
dieser Verbindungslinien sich verhalten wie die Rechtecke aus den Abschnitten, 
welche sie auf der Grundlinie bilden, so sind die Dreiecke ähnlich. 

§. 14. Lehrsatz 14. Eine Parabel kann weder ein^ 
Hyperbel noch einer Ellipse ähnlich sein. 
Fig. 355 a, Sei, Wenn es möglich ist, eine Parabel einer Parabel oder 

einer Ellipse ähnlich und DJB, FG, de, <f>Xi ^i^i> ^iXi ß^*' 
sprechende Ordinalen in den Kegelschnitten, so dass also, 
wenn A,oi^a^ die Scheitel sind, 

1) DE:EA = ds:m = 6^B^ iB^a^ und 

2) FG:G^ = <()X:xa = if>,Xi:x,a, und 

3) AE:aE = AG:ax oder AE: a, s, = AGia^Xi 

sich verhält, so müsste aus Vergleichung von (1) und (2) 

mit (3) 

DE^ : FG2 = ds2 . ^^2 _ ^j g^ 2 . <(j^ ^^ 2^ und da 

DE^ : FG^ = EA : GA, &b^ : (t>x^ = ea • eß : x« • xß> 
^xU ^-^iXi ^=^1^1 -Siß, rXiÄ, -Xißi; müsBte 
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EA:GA = BCL'Bß:xct*xß = ^i^i -Sißi -Xiaj-Xißi 
sein, welches mit (3) verglichen ergeben würde 

£ß = Xß oder s^ß, =Xißi7 
was unmöglich ist. Also kann eine Parabel weder einer 
Hyperbel noch einer Ellipse ähnlich sein. 

§. 15* Lehrsatz 15. Eine Hyperbel kann nicht einer 
Ellipse ähnlich sein« 

Wäre es möglich, dass eine Hyperbel einer Ellipse ahn- Fig. 355 b 
lieh ist; so würde sich ganz wie im vorigen Satz nnd unter Bei- 
behaltung der dortigen Bezeichnungen ergeben: 

£a.£ß:Xtt-xß = «ia, -Ciß, rXi«! 'Xißi ™d da 

SGL : XÄ = s , a , -• X 1 * 1 18*; müsste auch 

^ßl Xß= ^ißi : Xißi 8ein> 

was nicht Statt finden kann; denn nehmen wir an, dass x^ 

> gflt, so wird auch xß>£ßj ^^®r Xi ßi <^ißi ^^^j mithin 
kann eine Hyperbel einer Ellipse nicht ähnlich sein. 

§. 16. Lehrsatz 16. Gegensclmitte sind unter sich 
ähnlich und gleich. 

Erhellt von selbst, da sowohl die zu den Achsen gel^ö- 
rigen latera transversa als die latera recta gleich sind. 

§.17 und 18. Lehrsatz 17 nnd 18. Wenn an ahn* 
liehen Kegelschnitten Tangenten gezogen werden, die, bis 
an die Achsen verlängert, mit diesen gleiche Winkel bilden, 
und wenn auf den nach den Berührungspunkten dieser Tan- 
genten gezogenen Durchmessern zwei Punkte bestimmt wer- 
den, deren Abstände von den Berührungspunkten sich wie 
die Stücke der Tangenten, die durch die Achsen abge- 
schnitten werden, verhalten, so bilden die durch diese 
Punkte parallel mit den Tangenten gezogenen Sehnen ähn- 
liche und ähnlich liegende Segmente in beiden Kegelschnitten 
und umgekehrt, wenn ähnliche und ähnlich liegende Segmente 
in zwei Kegelschnitten genommen werden, so haben die zu 
ihnen gehörigen Durchmesser gleiches Verhältniss mit den 
in ihren Scheiteln gezogenen und bis an die Achsen verlän- 
gerten Tangenten und bilden gleiche Winkel mit ihnen. 

§. 17. Seien zuerst zwei Parabeln mit den Scheiteln -4, arig. wea 
gegeben und in zwei Punkten D und d derselben Tangenten 
gezogen, die den Achsen in Ej e begegnen, so dass /^ DEA 
= ^ dca, dann auf den durch 2>, d ge^genen Durchmessern 
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Punkte F,(f) angenommen, so dass ED :DF=:z^ :6'<\), und 
durch F und <f> parallel den Tangenten die Sehnen GH, x^ 
gezogen, so wird behauptet, dass die Segmente GDH und 
X^rj ähnlich sind. 

Seien in A^a Tangenten gezogen, die den Linien DF, 
DE, &(py ds beziehlich in 7, K, t, k begegnen, und in Z>, ^ die 
den Durchmessern DF, d(()' zugehörigen latera recta DL, dX 
errichtet. 

Nun ist nach I. 49. DI:DK=2DE:DL und di:Äc 
= 2 de: dX. Da nun nach Annahme Z_E^=^ /_z, also auch 
/_ KDI = /_Kh, sind die Dreiecke KDI nud xdt ähnlich, 
mithin DI*DK=h:dK und also auch aus den obigen Pro- 
portionen 2jDjB: DZ = 2^£ : ^X oder DE: DL = dz: dX und da 
DE:DF=h: d^) ist, erhalten wir auch DF:DL=z^: d\ 
ferner weil FH^ = DF - DL, ^tj^ = d^ . d\, ergiebt sich FH^ 
: (f)7j2 — j)ff2 . ^2 ^^Qj, FH : DF = (i>Yi : d<J) und da das Gleiche 
für alle zwischen GH, x^i und den Scheiteln parallel mit den 
Basen gezogenen entsprechenden Sehnen gezeigt werden kann, 
so sind die Segmente GDH, x^rj nach Erkl. 7. ähnlich. 

Umgekehrt, wenn zwei Segmente einer Parabel GDH, 
X^rj ähnlich sind, so ist zu zeigen, dass die Winkel E, e, die 
die die Tangenten in ihren Scheiteln D, d mit den Achsen 
bilden, gleich sind, und dass ihre Durchmesser DF,d^ sich 
wie die Tangenten DE, ds verhalten. 

Es ist unter Beibehaltung der obigen Construction und 
Bezeichnung zunächst nach Voraussetzung /_ HFD = /_ T^^ 
imd folglich wegen des Parallelismus von GH mit DE, x^l 
mit de auch / £= / s- Mithin ^ DKI ck:> öyct und DI: DK 
= di:dx und da nach I. 49. DI: DK— 2 DE: DL und dt : h 
= 2de : dX, so ist (1) DE: DL = ds : dX; wegen Aehnlichkeit der 
Segmente ist aber HF:DF=ri<f>: d(t> oder HF^ : DF^ — r\^^ 
: d<t>^, also auch, DFDL: DF^ = d(f> • dX : d(()^ also DL : DF 
= dX:d<()5 welches mit (1) zusammengesetzt giebt DEiDF 
==dB:d(f>] mithin ist die Behauptung erwiesen. 
Fig. 357 a §. 18. Seien zweitens zwei ähnliche Hyperbeln oder 

358a und b. Ellipsen ADH und adrj gegeben und in den Punkten Z),d 
Tangenten gezogen, welche mit den Achsen die gleichen 
Winkel DEM, dsfx bilden, ferner auf den Halbmessern CD, y^ 
die Punkte F, <J) so l^stimmt, dass ED : DF = td : d<|) ist, und 
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durch Fy </> die den Tangenten parallelen Sehnen GHj x^ 
gezogen, so wird behauptet, disiss die Segmente GHDy x^^ 
ähnlich sind. 

Man ziehe in A, o. Tangenten, die DjB, DC, ds, by be- 
ziehlich in /, JT, t, k treffen, femer von D, b an die Achsen 
die Lothe DM, dju und auf den Durchmessern CD, yd die 
zugehörigen latera recta DL, dX und verlängere DC, dy um 
sich selbst zu den Punkten iV, y. Nun ist, da die Kegel- 
schnitte, also auch nach §. 12. die zu den Achsen gehörigen 
Bechtecke ähnlich sind, DM? : Af£* MC= d/ut^ : fis* fxy nach 
I. 37. und da wegen Gleichheit der Winkel DEM, dsfx die 
gleichnamigen Dreiecke ähnlich sind, ist DM: ME= dfji: fie, 
mithin auch DM : MC = dfi : fxy und folglich /\DMCc\^/\dfxyj 
mithin /^DCM= ^dyjot, und auch durch Subtraction gleicher 
Winkel /^ CDE = /_ yde und als Aussenwinkel ähnlicher 
Dreiecke /^ DKI= /^ ^m^ also auch die gleichnamigen 
Dreiecke, ähnlich, und DiT: D/= dx : dt; es ist aber nach 
I. 50. DK : DI =2 DE: DL und d« : di = 2 de : dX, mithin 
2DE:DL = 2de : dX oder weil DE: DC=de: dy und DE:DF 
= d6:d<{), ist 21)C:DL = 26y:d\, d. h. die zu den Durch- 
messern CDj yd gehörigen Rechtecke sind ähnlich; es folgt 
aber auch DL : DF = dX : d<J) , woraus auf ganz ähnliche Art 
als in §. 12. sich ergiebt,. dass DF : FH =: d<\) : (f)Yi und über- 
haupt, dass die Segmente GDHy x^'^ ähnlich sind. 

Umgekehrt, wenn zwei ähnliche Segmente HDG, rj^x 
gegeben sind, so sind die Winkel DEA, dea, welche die 
Tangenten in ihren Scheiteln mit der Achse bilden, gleich 
und es verhält sich DJS : DjF = de : d(/). Es ist zuerst zu zei- 
gen, dass, wenn die Segmente ähnlich sind, auch die zu ihren 
Durchmessern gehörigen Rechtecke und sonach nach §. 13. 
auch die Kegelschnitte überhaupt ähnlich sind. 

Seien also ausser den oben bezeichneten Linien noch 
die entsprechenden Ordinaten PR, np in den Segmenten HDG, 
rj^x gezogen, so finden nach Erklärung 7. die Proportionen 
Statt: 

1) HF: FD = r/(f) : (()d, 

2) PR : RD = np: pd und 

3) FD:RD=(pb: pd, 
also auch HF\PR^=yi^inp oder 
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4) i7F2 : PR2 _ ^^2 j ^p2^ woraus folgt 

- 5) FD'FN:RD'RN=it>d'(f>v:p&*pv 

oder durch (3) dlvidlrt FN:RN= <l)v:pv] woraus dividendo 

6) FN:FR = (\)y:<t>p 
und aus (3) haben wir gleichfalls dividendo 

7) FD : FR = ^d: 4>p, mithin ist 

8) , FD:fN=<\}&:(i>v 

oder aus Vergleichung mit (1) IiF:FN=^r\^x^Vy welches 
mit (1) zusammengesetzt ergiebt 

HF^ : FD . iW= -»^(1)2 : <})d • <f)y, * 
d. h. die zu den Durchmessern CF> y4> gehörigen Eechtecke 
und also nach §. 13. die Kegelschnitte sind ähnlich. 

Nun ist also 

DM^ :ME>MC=6fx^ ifiB'fxy 
nach I. 37. imd /^CDE==: /_y^^ aus Aehnlichkeit der Seg- 
mente; hieraus ergiebt sich aber, wie auch aus IL 51. leicht 
eingesehen werden kanu^ die Aehnlichkeit der Dreiecke CDJE, 
yht und CDM^ yh\k und daraus weiter die der Dreiecke DA/, 
^jüit, folglich auch die Gleichheit der Winkel FDF und ed<)) 
und da DE : DC = de : ^7, also auch DE : DN=^ de : dy, aus 
(8) aber dividendo oder componendo leicht entsteht 

Fi):DiV=<J)d:dy, 
so haben wir endlich auch 

DE:FD = dB:6i 
und ist folglich der Satz bewiesen. 

§. 19. Lehrsatz 19. Wenn in einer Parabel oder Hy- 
perbel Lothe auf die Achse gezogen werden, so sind die auf 
beiden Seiten der Achse zwischen diesen Lothen befindlichen 
Segmente gleich und ähnlich, aber ein anderes Segment des- 
selben Kegelschnitts kann nicht ihnen ähnlich sein. 
Fig. 859. Seien DJEF, GHI Lothe auf der Achse AEH einer Pa- 
rabel oder Hyperbel, GD, FI die von Ihnen gebildeten Seg- 
mente, LM dagegen ein beliebiges anderes Segment, so ist 
zu zeigen, dass das Segment FI mit GD gleich und ähnlich; 
mit LM aber nicht ähnlich Ist. 

Man verlängere die Basen GD, LM der Segmente, bis 
sie die Achse in Ä, N schneiden, verbinde die Mitten R und 
Q der Basen, verlängere RQ, bis sie den Kegelschnitt in 
gchneidet, und »lehe in bis zur Achse die Tangente OP, 
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Nun ist nach §. 7. das Stück FI des Sclinitts congruent 
mit GDy also sind auch die dadurch bestimmten Segmente 
gleich und ähnlich. Wäre also das Segment LM ähnlich 
mit Fly so müsste es auch ähnlich mit dem Segment GD 
sein und deshalb müssten nach den vorigen beiden Sätzen 
die Basen GD^ LM die Achse unter gleichen Winkeln schnei- 
den^ d. h. parallel sein^ also wäre nach IL 28. RQ ein Durch- 
messer u?id also nach I. 32. die Tangente in parallel mit 
den Basen GD, LM der Segmente. Nach den beiden vorigen 
Sätzen müsste dann aber, damit die Segmente ähnlich wären, 
PO:OQ = PO:0iR sein, was unmöglich ist; also sind die 
Segmente nicht ähnlich. 

§. 20. Lehrsatz 20. Wenn au^ eine Achse einer Ellipse 
zwei Lothe gefallt und an beiden Seiten bis an den Umfang 
verlängert werden, so sind die zwischen ihren Endpunkten 
befindlichen Segmente gleich und ähnlich unter sich und mit 
den Segmenten, die zwischen den Endpunkten solcher Lothe 
liegen, welche auf der andern Seite des Mittelpunkts in glei- 
chen Abständen als die früheren gezogen sind. Irgend ein 
anderes Segment der Ellipse kann aber nicht den genannten 
älmlich sein. 

Seien DEF, GHI Lothe auf der Achse CHE einer Ellipse Fig. seo. 
und SKTy UNV eben solche auf der andern Seite des Mittel- 
punkts in gleichen Abständen, so dass CH = CK^ CE = CN 
ist; dann ist in §. 8. bewiesen, dass die vier Segmente DG, 
FI, US, VT unter einander congruent, also auch ähnlich 
sind. 

Wäre aber irgend ein anderes Segment LM ähnlich mit 
einem der genannten DG, so müssten nach §. 18. die Basen 
LM, DG parallel und also die Verbindungslinie QR ihrer 
Mitten ein Durchme^er sein und letztere folglich den Schei- 
tel O beider Segmente treffen. Dann müsste aber nach Er- 
klärung 7. OQ:OR = QG: RM sein und also die Punkte 
O, G, M in gerader Linie liegen, was unmöglich ist. Also 
ist das Segment LOM nicht ähnlich mit DOG. 

§. 21. Lehrsatz 21. Wenn auf den Achsen zweier 
Parabeln Ordinaten errichtet werden, deren zugehörige Ab- 
scissen sich wie die latera recta der Parabeln verhalten, so 
sind die zwischen den Endpunkten zweier solcher einander 
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entsprechenden Ordlnatenpaare Hegenden Segmente einander 
ähnlich; aber keines dieser Segntiente in der einen Parabel 
kann einem andern Segment der andern ähnlich sein. 
Fig.^36ia Seien auf den Achsen AG, ax zweier Parabeln je zwei 
Stücke AE, AGy ae, ax abgeschnitten, so dass, Wenn .AL, 
a\ die latera recta der Parabeln sind, AE:as = ACrzax 
= AL:aK sich verhalten, und in E, G, s, x die Ordinaten 
ED, GF, s^y x^ gezogen, so ist zu «beweisen, dass die Seg- 
mente DFy d(f> einander ähnlich sind, dass aber ausser d^ 
und dem ihm gerade gegenüber auf der andern Seite der 
Achse befindlichen Segment kein anderes dieser Parabel 
dem Segment DF der andern ähnlich sein kann. 

Man verlängere die Linien FD, 4>d, bis sie die Achsen 
in JV^ V schneiden, halbire FD, (f>^ in H, rf und ziehe durch 
diese Punkte Durchmesser, die die Parabeln in /, l, die Or- 
dinaten FG, ^x ^^ ^} F treffen, und von /, l Ordinaten IK, 
tK, die FD und <f)d in P und tt schneiden. Nun ist nach 
L 20., weil AE : AG == as : ax? auch 

1) DE : JPG = de : 4)X und also auch 

2) EN: GJV= sv : x^, also auch dividendo 

3) GE:GN=x^'X^i 
aber, weil AE : AG = ue : ax, ist auch 

4) GE:AG = x^'^X, 

und da nach §. 11. und Erklärung 7. AG:FG= ax:4>X} 
ist auch 

5) GE:FG = xB:<t>X> 
welches mit '(3) verglichen giebt: 

' 6) GN:FG = xvi(t>x 

und folglich /\FGN ähnlich dem /\cj)xv, also die Winkel 
bei N" und v gleich. Es ist ferner auch aus (3) leicht zu 
erhalten : 

7) FN : FD = <\)v : <t>^, 
woraus durch Halbirung der Hinterglieder folgt 

8) FN:FH=<^vi^yi, also 

FG : FM = <t>x : (piJi oder 
FG : MG =: (\)x: fJiX ^^er 
FGiIK =<i>x: i^, 

mithin auch nach I. 20. AG : AK = ax : a« oder 

9) AG:KG — (iX'>^X' 
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I 

i Aus Vergleichung der Zeilen (3) und (4) ergiebt sich aber 

und aus (9) und (10) folgt ON:KG = x^:yx oder 
.^ 11) . i^iV^:FP=c()v:(|)7r, 

/ welches mit (8) verglichen ergiebt, dass 
n,[ . FH:FP=^ <f)7y : 4>7r oder dividendo 

' HP : FH= TjTT : <()»], und da einerseits 

o; HP : AT z^r^nirii 

I and andererseits aus (8) folgt: 

FH:HN= ^yiiYjVj so ergiebt sich 
ÄZ": ÄAr=7]t:i7v. 
j Da aber JEßV, ifjv gleich den in I, i gezogenen und bis an 
die Achsen verlängerten Tangenten sind und die Gleichheit 
der Winkel iV und v schon oben gezeigt ist, so folgt aus 
dieser letzten Proportion, dass die Segmente FD, <J)d nach 
Erklärung 7. ähnlich sind. 

Dass aber irgend ein anderes Segment g? der zweiten 
Parabel mit FD nicht ähnlich sein kann, folgt von selbst, 
da es sonst ja auch mit (f)^ ähnlich sein müsste, was gegen 
j§. 19. ist. 

§. 22. Lehrsatz 22. Wenn in zwei ähnlichen Hyper- 
beln oder Ellipsen dieselben Constructionen vorgenommen 
werden als im vorigen Satz bei den Parabeln, so sind die 
Segmente gleichfalls ähnlich. 

Seien in zwei ähnlichen Hyperbeln oder Ellipsen je zweipig. sesa 
Ordinaten DE, FG, ^f, 4>X ^^ ^^^ Achsen ^G, ax dergestalt sesa'u.b. 
gezogen, dass, wenn AL, ak die latera recta sind, AEias 
= AG : ax = AL : aX ist, so wird behauptet, dass die zwischen 
den Endpunkten der Ordinaten liegenden Segmente DF, 6<f) 
ähnlich sind so wie dass kein anderes Segment des zweiten 
Kegelschnitts ausser d(fi und den ihm nach §§• 19' und 20. 
congruenten mit DF ähnlich sein kann. 

Man verlängere die Geraden FD, <J)d, bis sie die Achsen 
in N, V schneiden, ziehd von den Mitten H, rj der Sehnen 
die Linien HC, rjfy, welche die Schnitte in /, i treffen und von 
/, i sowohl die Ordinaten IK, uc als die Tangenten TP, itt 
bis an die Achsen. 

Nun ist nach Annahme 

1) AE : AG = ae : ax und da 
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2) AE:ED = aBisi imd 

3) AG:GF= axix^y 
so folgt GF: ED = x4^ - ^^; mithin auch 

4) / GN:EN=x^'^^ ^^^^ ^^^^ dividendo 

5) GE:EN=zx^'^v. 
Aus (1) ist aber auch 

GE:AE=xe:as, 
welches mit (2) verglichen giebt: 

6) GE:ED=zxb:b&, 

also aus (5) und (6) ' 

EN: ED = bv:b^ 
und folglich die Dreiecke EDN, eöv so wie auch KIP, kik 
ähnlich« Wegen Aehnlichkeit der Kegelschnitte aber ist 
nach I. 37« 

Zff2 : ÄP- ÄC= t>c2 iTiTt-yc/ und da 
IK:in*=ix:K7r, erhält man auch 

mithin die Dreiecke KTC und Kiy und folglich auch P/C, Triy 
ähnlich; also die Winkel CIP, yin oder FHI^ ^i gleich. 
Femer ist hiernach 

CK\ CP = yK : yn und da nach I. 37. 
CK\ CP= CA^ : CP^ und yK\yn = ytt^ : yn^^ 
ist auch 

7) CA:CP = yci: y-n. 
Aus der Zeile (2) folgt aber weiter, da 

ED : EN= $6 : ev, auch 

EN : EA = SV : sa oder dividendo 

8) AN:AE = av: as. 

Da aber AE : AL = ae : aX und also wegen Aehnlichkeit der 
Kegelschnitte AE : AC = ae : a/, folgt aus (8) 

AN : AC =av:ay oder CN: AC = yv : ay, 
welches mit (7) verglichen giebt: 

9) CN:CP=yv:y7Cy 

mithin auch wegen der Parallelen NH, PI, vij, m 

CI:IH=yi : i>j, 
und da aus Aehnlichkeit der Dreiecke C7P, yiTc 

CI:IP=yi: in, ist endlich IH : IP=iyi: in 
tmd also nach §. 18. die Segmente FD, cf)d ähnlich. 

Ein anderes Segment ^^ des zweiten Kegelschnitts kann 
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nun mit FD nicht ähnlich sein^ da es sonst auch mit ^i ähn- 
lich sein müsstO; was gegen die Sätze 19. und 20. ist. 

§§. 23 und 24. Lehrsatz 23 und 24. In unähnlichen 
Kegelschnitten ist kein Theil des einen ähnlich einem Theil 
des andern. 

§. 23. Seien zuerst zwei unähnliche Hyperbeln oderpig. sesa 
Ellipsen gegeben und in ihnen, wenn es möglich ist; DFy ^<()363a'u.b. 
ähnliche Segmente, so ziehe man von den Mitten jS, r\ der 
Sehnen DF, d<J) die Durchmesser HCy r\yy die die Kegelschnitte 
in /, i treffen. Wären nun diese Durchmesser zugleich die 
Achsen, so würde, wie in §. 12., aus der Aehnlichkeit der 
Segmente auch die Aehnlichkeit der ganzen Kegelschnitte 
folgen, was gegen die Annahme ist. 

Sind aber HCy r[y nicht die Achsen, so ziehe man von 
den Punkten /, i an die Achsen sowohl die Ordinaten /Ä", 
IX als die Tangenten /P, m] dann sind nach dem in §. 18. 
Bewiesenen die Dreiecke IPQ, irry ähnlich, mithin ist 

IK^ :KP'KC=iK^:K7r' xy, 
aber, wenn r, t, p, r die zu den Hauptachsen gehörigen latera 
recta und transversa sind, ist 

IK^:KP'KC—r:i, und 
iK^ :>c7r • xy = p iTy also r:t=^p:r 
und demnach nach §. 12. die Kegelschnitte ähnlich, was ge- 
gen die Annahme ist. Mithin kann nicht ein Segment einer . 
Ellipse oder Hyperbel ähnlich einem Segment eines andern 
gleichartigen Kegelschnitts sein, wenn nicht zugleich die 
ganzen Schnitte ähnlich sind. 

§. 24. Wenn einer der beiden Schnitte eine Parabel 
xmd der andere eine Hyperbel oder Ellipse ist, so findet die 
gleiche Behauptung Statt. In §. 14. ist gezeigt, dass in sol- 
chem Falle die ganzen Schnitte nicht ähnlich sein können. 
Nach der Erklärung 7. aber müssten, wenn die Segmente 
ähnlich wären und ihre Durchmesser HT, tjl nach gleichen 
Verhältnissen getheilt werden, die zu den entsprechenden 
Theilungspunkten gehörenden Ordinaten sich wie die zuge-. 
hörigen Abscissen verhalten; dass das aber nicht möglicli ist, 
kann ganz wie in §. 14. gezeigt werden. 

Dass aber ein Ellipsensegment nicht einem Hyperbel- 
segment ähnlich sein kann, folgt auf ganz gleiche Art aus §.15. 



240 

§. 25. Lehrsatz 25. Kein Theil eines der drei Kegel- 
schnitte Parabel, Hyperbel; Ellipse ist ein Kreisbogen. 

Flg. 364. Sei, wenn es möglich ist^ DEF ein Kreisbogen, der zu- 
gleich Bogen eines der drei andern Kegelschnitte ist, und 
DjB, jpg, HI drei darin gezogene unter siqh nicht parallele 
Sehnen. Zieht man nun zu jeder dieser Sehnen in dem 
durch sie begränzten Segment noch eine parallele Sehne und 
verbindet die Mitten der parallelen Sehnenpaare, so müssten 
diese Verbindungslinien auf den ihnen zugehörigen Sehnen 
senkrecht stehen und da sie nach II. 28. zugleich Durch- 
messer der Kegelschnitte sind, so hätte dieser drei Achsen, 
was gegen II. 48. ist. 

§. 26. Lehrsatz 26. Wenn ein Kegel durch parallele 
Ebenen so geschnitten wird, dass beide Hälften der Kegel- 
fläche getroffen werden, so. sind die auf einer Hälfte ent- 
stehenden Hyperbeln unter sich ähnlich, aber nicht gleich. 

Fig. 365. Sei A die Spitze, BGC die Grundfläche eines Kegels, 
der durch zwei parallele Ebenen in GEHjX^'^ geschnitten 
wird. Vom Mittelpunkt M der Grundfläche falle man auf 
die DurchschnittsUnien GH^ x^ ^^^ parallelen Ebenen mit der 
■ Grundfläche das Loth ML , das den Kreis in B und C triflfty 
ziehe AB und AC, deren erstere die parallelen Ebenen in 
Ey By letztere dagegen verlängert dieselben in Fy </> trifi^t^ end- 
lich ziehe .man von A parallel mit den geraden Linien FEIy 
<J)Et die Linie AD bis zur Grundfläche und errichte in -B, e 
senkrecht auf den Linien EFy e</> und in den durchschneiden- 
den Ebenen die Lothe jBL, eX, so dass FE : EL = (J)e : £X = 
AD^iDB'DC sich verhält. 

Nun sind nach I. 12. EL, eX die latera recta der Hy- 
perbeln GEH und x^^]; mithin die zu den Durchmessern /E, 
LS gehörigen Rechtecke ähnlich, und da auch die Winkel 
zwischen den Ordinaten HI, r^i und den Durchmessern /E, u 
gleich sind, so sind nach §• 13. die Hyperbeln ähnlich ; weil 
aber EF nicht gleich i^ ist, können sie nicht gleich sein. 

§.27. Lehrsatz 27. Wenn ein Kegel durch Ebenen 
geschnitten wird, welche nur eine der beiden Hälften der 
Kegelfläche trefien und weder der Grundfläche parallel noch 
Wechselschnitte sind, so sind die in diesen Ebenen erhaltenen 
Ellipsen ähnlich, , aber nicht gleich. 
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Sei A die Spitee^ BC die Grundfläche eines Kegels^ der Fig. see. 
durch zwei . parallel« Ebenen F^y <)>e , wie im Satz verlangt 
ist, geschnitten wird, und seien Gfi, x>l die Durchschnittslinien 
dieser Ebenen mit der erweiterten Grundfläche, femer vom 
Mittelpunkt M dieser letzteren das Loth Mil auf diese Durch- 
Schnittslinien gefällt und eine Ebene durch MJ und A ge- 
legt, die die Kegelfläche in den Geraden AB,AC, die paral- 
lelen Schnittebenen in den Geraden EFI, s </)t schneidet, werde 
dann von der Spitze des Kegels an die erweiterte Grund- 
fläche eine Parallele AD mit den erhaltenen Linien EFI, B(f)L 
gezogen und in E, s die latera recta £7L, sX der erhaltenen 
Ellipsen errichtet. 

Nach I. 17. ist nun EF:EL = B<t) :b\ = AD^ : DB • DC, 
mithin sind die zu den Durchmessern EF, s<p gehörigen Becht- 
ecke ähnlich. Ausserdem sind aber auch die Winkel HIF, 7]t(() 
gleich, da sie parallele Schenkel haben, und da dies die Win- 
kel sind, welche die zu den Durchmessern EF^€<f> gehörigen 
Ordinaten mit ihren Durchmessern bilden, so sind nach §. 13. 
die Ellipsen ähnlich. Weil aber EF nicht gleich e(f) sein kann, 
sind dieselben nicht congruent. 

A D m. In diesem und dem vorigen Satze findet sich bei Hallej eine ge- 
wisse Ungenaoigkeit, indem im Satz selbst nicht vom geraden Kegel gesprochen 
ist, der Beweis aber bei ihm so geführt wird, als ob JEF^s^ Achsen des 
Kegelschnitts wären was nur beim geraden Kegel der Fall ist. 

§. 28. Aufgabe 1. In einem gegebenen geraden Kegel 
den Schnitt zu finden, der gleich einer gegebenen Parabel ist. 

Sei ein gerader Kegel mit der Spitze A und der Grund- pig. 367. 
fläche BC und einem beliebigen Achsendreieck ABC so wie 
eine Parabel DE mit der Hauptachse DF und dem latus 
rectum DL gegeben und verlangt, in, dem Kegel einen ebenen 
Schnitt zu bestimmen, der der Parabel gleich ist* 

Man lege eine Ebene durch die Achse des Kegels, die 
die Oberfläche desselben in den Geraden AB,AC schneidet, 
und bestimme in AB einen Punkt G, so dass DL : AG = BC^ 
: AB • ACy ziehe von G eine Parallele GH mit AC bis zur 
Grundfläche und lege durch GH eipe Ebene lothrecht auf 
die Ebene des Achsendreiecks ABC, welche die Grundfläche 
in der Geraden IHK^ den Kegel in der krummen Linie IGK 
schneidet, so ist letztere die verlangte Parabel. 

ApoUonlaSi Kegelschnitte. IQ 
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Der Schnitt IGK ist zunächst eine Parabel, weil seine 
Ebene mit der Kante AC des Xegels paralld läuft. Femer 
steht die Linie IH auf der Ebene ABC lothrecht, da sie die 
Durchschnittslinie der Ebenen IGK und BIG ist, welche beide 
auf der Ebene ABC lothrecht stehen, also ist IHG ein rech- 
ter Winkel imd folglich GH die Achse der Parabel IGK. 
Ist nun GM das zu GH gehörige latus rectum, so ist nach 
L 12- GM: GA = BC^iAB'AC, woraus, da nach Con- 
struction DLiGA — BC^ lAB-AC ist, folgt, dass DL = GM 
und folglich nach §. 1. die Parabel IGK congruent ist mit 
der gegebenen Parabel DE, 

Es leuchtet übrigens hieraus von selbst ein, dass ausser 
dieser Parabel IGK es in dem gegebenen Kegel keine damit 
congruente giebt, deren Scheitel der Achse in der Kante 
AB liegt. Denn wenn das der Fall sein sollte, müsste die 
Schnittebene auf der Ebene des Dreiecks ABC lothrecht 
stehen und mit der Kante AC parallel sein, da sonst ent- 
weder der Scheitel der Achse dieser Parabel in einer an- 
dern Kante des Kegels als in AB läge oder der Schnitt 
überhaupt keine Parabel wäre. Ginge nun eine ßolche Ebene 
durch einen andern Punkt der Kante AB als durch G, so 
würde sich für dieselbe nach 1. 12. auch ein anderes latus 
rectum als GM ergeben und folglich kann diese Parabel 
nicht congruent mit IGK sein. 

Anm. Die hier gegebene Auflösung gilt auch für einen schiefen Kegel, 
wenn nur die Schnittebene senkrecht auf der Ebene desjenigen Achsendreiecks 
gedacht wird, dessen Ebene auf der Grundfläche des vorigen Kegels senk- 
recht steht. * 

§. 29. Aufgabe 2. In einem gegebenen geraden Kegel 
einen Schnitt zu finden, der einer gegebenen Hyperbel con- 
gruent ist. 
Fig. 368 und Sei ein gerader Kegel mit den obigen Bezeichnungen 
und eine Hyperbel mit dem latus transversum DF und dem 
latus rectum DL gegeben und verlangt, in dem Kegel einen 
der Hyperbel DE congruenten Schnitt zu suchen. 

Man ziehe die Achse AM des Kegels und nehme zuerst 
siu FD : DL = AM^ : BMK Man verlängere nun CA und 
ziehe zwischen die Schenkel des so erhaltenen Nebenwinkels 
von BAC eine Gerade OG parallel mit AM und gleich FD, 
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errichte dann auf dieser Geraden lind ihrer Verlängerung die 
auf BAC lothrechte Ebene, welche die Grundfläche in IKy BC 
in H schneidet, so giebt diese im Kegel den verlangten 
Schnitt IGK. Denn sei GN das latus rectum des erhaltenen 
Schnitts, so muss nach I. 1:2. 00 i GN= AM^ : BM^, wel- 
ches mit der obigen Annahme verglichen zeigt, dass GN=DL 
ist, und da ausserdem der Winkel IHG ein rechter ist, so 
ist nach §. 2. die Hyperbel IGK congruent der gegebenen. 

Auch erhellt leicht, dass ausser dem so erhaltenen kein an- 
derer der Hyperbel DE congruenter Schnitt in dem Kegel 
enthalten ist, dessen Scheitel der Hauptachse in der Kante 
AB läge. 

Ist nun zweitens AM^ : BM^ < FD : DL , so beschreibe 
man um das Dreieck ABC einen Kreis, den die verlängerte 
AM in P trifft. Da nun 

AM^ : BM^ = AM^ :AM^MP = AM : MP<:FD: DL 
ist, so bestimme man auf MP einen Punkt tt, so dass 
AM:M7r = FD:DL ist, ziehe in tt eine Parallele mit BC, 
welche den Kreis in Q und R trifft, ziehe AQ, AR, welche 
BC beziehlich in Sund T schneiden. Legt man nun zwischen 
die Schenkel des durch die Verlängerung von CA erhaltenen 
Nebenwinkels von JB^C zwei Linien OG, O^G^, welche so lang 
als FD sind und deren eine OG parallel mit OS, die andre 
0|Gj parallel mit OT ist, und errichtet auf diesen Linien 
und ihren Verlängerungen lothrechte Ebenen auf BAC, wel- 
che die Grundfläche beziehlich in den Geraden IHK, /, H^ K^ 
schneiden, so giebt jede dieser Ebenen in dem Kegel eine 
der gegebenen congruente Hyperbel. Denn ist a B. GN 
das latus rectum einer dieser Hyperbeln, so ist nach I. 12. 
OG : GN= AS^ : BS ' 8C= AS^ : AS SQ = AS : SQ = AM 
: Mtt = FD : DL, und da OG nach Construction gleich FD, ist 
auch GN=DL] weil aber ausserdem noch der Winkel GHI 
ein rechter ist, muss nach §. 2. die Hyperbel IGK und aus 
ganz gleichen Gründen auch die andere I^G^H^ der gege- 
benen congrtient sein. 

Ausser den beiden eben erhaltenen Hyperbeln kann eine 
andere congruente, deren Scheitel der Hauptachse in der 
Kante AB liegt, nicht erhalten werden. Denn gäbe es eine 
solche ; so müsste sie ihre Haupsachse in der Ebene ABC 

16* 
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haben und daher könnte ihr latus transversum; weil es OG 
gleich sein müsste^ weder mit OG noch mit 0,6, parallel 
sein; sei deshalb AU eine Parallele von A mit der Haupt- 
achse dieser angenommenen Hyperbel und treffov AU ver- 
längert QR in X, den Kreis in F, so mtisste AU^iBU-UC 
rr,AU^:AU'UV=: AU.UV = AMiMtv = AUiUX sein, 
was unmöglich ist. 

Wenn endlich drittens AM^ : BM^ > FD : DL ist, so 
kann überhaupt keine der gegebenen congruente Hyperbel 
in dem Kegel aufgefunden werden. Denn gäbe es eine 
solche und wäre AS die von der Spitze des Kegels A mit 
ihrer Hauptachse gezogene Parallele, welche den um ABC 
beschriebenen Kieis in Q trifft, so müsste A8^ : BS • SC = FD 
:DL sein; es ist aber AS^>AM^, BS'SC<:BM^, mithin 
AS^ :BS'SC> AM^ : BM^, also FD : DL > AM^ : BM^, 
welches der Annahme widerspricht. 

§. 30. Aufgabe 3. In einem gegebenen geraden Ke- 
gel einen Schnitt zu finden, der gleich einer gegebenen El- 
lipse ist. 

Fig. 370. Sei eine Ellipse DE mit dem latus transversum DF und 

dem latus rectum DL so wie ein gerader Kegel mit den obigen 
Bezeichnungen gegeben. 

Man beschreibe um das Dreieck .^IBC einen Kreis, verlängere 
BC und ziehe von A aus an die Verlängerungen von BC 
Linien AS, AT, die den Kreis beziehlich in Q und R treffen, 
so dass AS:SQ = AT:TR— DF.DL ist, was immer mög- 
lich ist, welches auch das gegebene Verhältniss DF : DL sein 
mag, und sehr leicht erhalten werden kann; ziehe dann 
zwischen den Schenkeln des Winkels BAC Parallelen GO, 
G^O^ beziehlich mit AS und AT, deren jede gleich FD 
ist, und errichte in diesen Linien GO, G^O^ auf dem Achsen- 
dreieck ABC lothrechte Ebenen, so enthält jede derselben die 
verlangte Ellipse. 

Nach I. 13. ist, wenn GN das latus rectum einer dieser 
Ellipsen ist, GO : GN= AS^iSB- SC= AS^:SA'SQ = AS 
: SQ = FD : DL nach Construction, und da GO = FD gemacht 
ist, ist also auch GN = DL ; da ausserdem noch der zu GO 
gehörige Ordinatenwinkel ein rechter ist, wie leicht erhellt, 
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SO ist nach §. 2. die Ellipse GO der gegebenen congruent 
und aus gleichen Gründen auch die andere Ellipse ßjO,. 

Es ist ferner leicht zu zeigen ; dass ausser den schon 
gefundenen keine andere damit congruente in dem Kegel 
gefunden werden kann^ deren Scheitel in AB sich befände. 
Denn gäbe es eine solche ^ so müsste ihre Achse in der 
Ebene BAC liegen^ und da das latus transversum ebenso 
lang als GO sein müsste ^ so könnte sie nicht parallel OG 
oder 0,0, sein; wäre also AU eine Parallele von A mit der 
Achse dieser aufgenommenen Ellipse, die den um ABC be- 
schriebenen Kreis in V trifft^ so müsste 
DF:DL—AU^:UB' UC=Am:UA'UV=AU:UV=AS:SQ 
sein, was unmöglich ist, da eine durch Q mit BC gezogene 
Parallele den Kreis nicht in drei Punkten Q, V, R treffen 
kann. Mithin kann ausser den Ellipsen GO und G^O^ keine 
andere damit congruente in dem Kegel aufgefunden werden, 
deren Scheitel einer Achse in der Kante AB läge. 

§. 31. Aufgabe 4. Einen geraden Kegel zu finden, 
der einem gegebenen geraden Kegel ähnlich ist und eine ge- 
gegebene Parabel enthält. 

Sei eine Parabel DE mit der Hauptachse DF und dempig. 371a 
latus rectum DL so wie ein gerader Kegel, dessen Achsen- 
dreieck w4J5C ist, gegeben; man soll einen m,it \/lBC ähnlichen 
Kegel construiren, dessen Schnitt mit der gegebenen Ebene 
DE der Parabel mit dieser Parabel zusammenfallt 

Man errichte in der Achse DF eine auf der Ebene der 
Parabel lothrechte Ebene, trage darin an DF einen Winkel 
FDy = ABC an, bestimme die Länge des erhaltenen Schen- 
kels Dy durch die Proportion BC:AB= DLiDy und con- 
struire über Dy in der erwähnten lothrechten Ebene ein dem 
Dreieck BAC ähnliches Dreieck Day^ so ist der gerade Ke- 
gel, dessen Spitze a und dessen Grundfläche ein auf der 
Ebene Doty senkrechter Kreis über dem Durchmesser Dy ist, 
der verlangte. 

Weil sowohl Winkel yDF als ayD nach Construction 
gleich ABC sind, ist ay parallel DF und folglich der Schnitt 
des Kegels Day durch die Ebene FDE eine Parabel mit der 
Hauptachse DF. Ist nun ^ das latus -rectum dieser Para- 
bel, so bestimmt sich 4? nach I. 11. durch die Proportion 
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ayiDy = Dyix oder auch AB:BC= Dylse, da aber auch nach 
Construction AB : BC = Dy : DL, Ist o? = DL und folglich der 
Schnitt des Kegels durch die Ebene FDE congruent mit der 
Parabel DE. 

Es kann aber auch kein anderer gerader Kegel ^ dessen 
^ Spitze auf derselben Seite der Ebene FDE als a liegt, ge- 
funden werden, der ähnlich ABC wäre und durch die Ebene 
FDE in derselben Parabel geschnitten würde. Denn ange- 
nommen a j wäre die Spitze eines solchen Kegels, dann lege 
man zuerst durch die Achse dieses Kegel» eine Ebene loth- 
recht auf die fibene FDE, so müsste sie diese längs der 
Geraden DF schneiden, mithin die Spitzen a, a, in derselben 
Vertikalebene auf DEF sich befinden. Wären nun Da ^ , a ^y ^ 
die Seitenlinien des Kegels, so müsste a,y, parallel DF, 
also auch parallel ay sein, und da ausserdem die Winkel Day, 
DoL^y^ gleich sein müssten, so müssten die Geraden Da, Da^ 
zusammenfallen; endlich müsste, wenn die Parabel in dem. 
neuen Kegel liegen sollte, 

DLiDoL^ = Dy^iDa^ und da auch 
DL:Da = Dy^iDa^ 
und wegen Aehnlichkeit der Kegel 

2),y2.2)ja? =Dy^:Da^, 
müsste Da, = Da sein, d. h. aber, der angenommene neue 
Kegel Da^y^ müsste mit dem erst gefundenen zusammenfallen. 

§. 32. Aufgabe 5. Einen geraden Kegel zu finden, 
der ähnlich einem gegebenen geraden Kegel ist und eine 
gegebene Hyperbel enthält. Das Quadrat der Achse des ge- 
gebenen Kegels darf hierbei zum Quadrat des Halbmessers 
der Grundfläche kein grösseres Verhältniss haben als das 
latus transversum der gegebenen Hyperbel zum latus rectum. 
1 ig. 372 Ä Sei ein gerader Kegel ABC mit der Achse AM und der 
Grundfläche BC so wie eine Hyperbel mit dem zur Haupt- 
achse gehörigen latus transversum DF und dem latus rectum 
DL gegeben ; man soll einen geraden Kegel construiren, der 
ähnlich mit ABC ist und dessen Durchschnitt mit der Ebene 
EDF mit der darin gegebenen Hyperbel zusammenfallt. 

Man beschreibe über DF in der auf EDF lothrechten 
Ebene einen Kreisbogen, der den Nebenwinkel von BAC als 
Feripheriewinkel enthält. Sei nun zuerst 
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so errichte man in der Mitte 6 von FD in der erwähnten 
Ebene ein Loth, das den Kreisbogen in a, den andern Theil 
des Kreises in O triflft, ziehe Da, Fa, verlängere letzteres um 
sich selbst bisj3 und construire einen Kegel, dessen Spitze 
a und dessen Grundfläche ein auf der Ebene Daß lothrechter 
i^reis vom Durchmesser Dß ist, so ist dies der verlangte. 

Sei noch afx die Achse dieses Kegels. Es ist nun nach 
der Construction einleuchtend, dass DF das latus transversum 
des in dem Kegel durch die Ebene £DF entst^enden Schnitts 
ist, so wie dass, wenn D\ dessen latus rectum ist, 

DFtD\ = aiA^:DfjL^] 
da aber wegen Aehnlichkeit der Dreiecke ABC und Daß 

üfx^ : Dfji^ = AM^ : BM^ und AM^ : BM^ —DFiDL 
nach Anndime, so ist auch DL = Dk und folglich die durch 
die Ebene EDF in dem Kegel Daß entstehende Hyperbel 
congruent mit der gegebenen. 

Es ist femer zu zeigen, dass kein anderer dem Kegel BAC 
ähnlicher gerader Kegel vorhanden ist, dessen Spitze auf dersel- 
ben Seite der Ebene EDF liegt als a und der die gegebene 
Hyperbel ED enthält. Sei, wenn es möglich ist, / die Spitze 
eines solchen Kegels, so ist aus dem im vorigen Satz Be- 
wiesenen klar, dass / in der in FD lothrecht auf EDF er- 
richteten Ebene liegen müsste, femer dass es in dem Kreis- 
bogen FaD sich befinden müsste, da der Winkel an der 
Spitze dieses Kegels und dessen Nebenwinkel gleich den 
entsprechenden Winkeln -in Daß wäre. Wären daher ID, IK 
Seitenlinien dieses Kegels, IN eine Parallele mit FD bis zur 
Gmndfläche DK desselben, so müsste das latus transversum 
FD der in diesem Kegel enthaltenen Hyperbel zu seinem 
latus rectum FX sich wie IN^ : DN* NK verhalten; ist aber 
Q die Mitte von IK, so verhält sich 

FD:DL = AM^ : MB^ — IQ^ : DQ^ Und da 
/Q2 : DQ2 < /ZV2 . j)jf. jvg^ mugg auch 

FD : DL < FD: DX, 
also DL > DX und die in dem Kegel IDK liegende Hyper- 
bel ungleich der gegebenen DE sein. 
Wäre nun zweitens 

AM^ : MB2 <- pj) . j)i^ so ist, da. 
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= GO : aG; auch 
GO:aG<:FD: DL 

und man kann also auf aG einen Punkt R bestimnoien^ 
so dass 

GO:GR = FD:DL 
und GR < aG ist ; zieht man dann durch R eine Parallele 
mit FDj so trifft diese den Kreis in zwei Punkten / und S. 
Man ziehe dann 10, welche FD in P schneidet, FJy DI, ver- 
längere FI um ID bis 'K und beschreibe einen geraden Ke- 
gel, dessen Spitze /und dessen Grundfläche ein auf der 
Ebene EDF lothrechter Kreis mit dem Durchmesser DK ist, 
so schneidet dieaer die Ebene EDF in der gegebenen Hy- 
perbel, Nach der beschriebenen Construction leuchtet ein, 
dass der erhaltene Kegel von der Ebene EDF in einer Hy- 
perbel geschnitten wird, deren zur Hauptachse gehöriges la- 
tus transversum DF ist; wäre nun DX das zugehörige latus 
rectum, so ist 

DFxDX— IlSß : DN- NK und da 

INiDN=:PD:IP und 

IN\NK—PF:IP, so ist 
im:DN*NK=:PD'PF:IP^=IP.PO:IP^=PO:PI 

= OG:GR = FD:DL, 
mithin DJSr= DL und folglich die durch den Kegel DIK in 
der Ebene FDE erhaltene Hyperbel congrueijt der gege- 
benen. 

Auf gleiche Weise kann der Punkt S die Spitze eines 
geraden Kegels werden, der die verlangte Hyperbel enthält. 
Ausser diesen beiden Kegeln ist aber kein dritter mit ABC 
ähnlicher gerader Kegel möglich, dessen Spitze auf derselben 
Seite der Ebene EDF liegt, der diese Ebene in der gegebe- 
nen Hyperbel schneidet ; denn nach dem "früher Gezeigten 
müsste seine Spitze T in dem Kreisbogen FaD liegen und 
wenn man TO zöge, das FD in U träfe, so würde man ähn- 
lich wie oben erhalten 

OU:UT—OG\GRy 
was unmöglich ist. 

Wenn endlich drittens 

A3P:MB^>FDiDL, 
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ßo ist es überhaupt nicht möglich, einen Kegel zu construiren, 
der dem gegebenen ähnlich wäre und die Hyperbel DE ent- 
hielte ; denn, wenn / die Spitze eines solchen wäre, so müsste 
nach dem oben Bewiesenen / in dem Kreisbogen über FD 
liegen, und da 

FD'.DL = OP:IP , AM^ : BM^ = OGiGa, 
wie oben gezeigt ist, so müsste 

OG:Ga> OPiPI, 
d. h. grösser OGiGR sein, was unmöglich ist. 

§. 33. Aufgabe 6. Einen geraden Kegel zu finden, 
der einem gegebenen Kegel ähnlich ist und eine gegebene 
Ellipse enthält. 

Sei ein gerader Kegel ABC und eine Ellipse DEF ge- Fig. 372a u. 

m f-f m 1*1 Fig. 373. 

geben, deren zur Hauptachse gehöriges latus transversum 
DF und latus rectum DL ist und sei verlangt, einen mit ABC 
ähnKchen Kegel zu construiren, der die Ellipse DEF enthält. 

Man errichte in der Geraden DF eine auf der Ebene 
DEF lothrechte Ebene und beschreibe in derselben über DF 
als Sehne einen Kreisbogen, der den Winkel A als Periphe- 
riewinkel enthält, halbire diesen Kreisbogen im Punkte O 
und ziehe von an die verlängerte DF Linien OP^ OVy die 
den Kreis beziehlich in /, S treffen, so dass 

OP\PI=OV:VS = DF:DL 
ist, verbinde einen der Punkte / oder S, etwa / mit D und 
Fj schneide ID von IF ab zum Punkt K, so ist ein Kegel, 
dessen Spitze in / liegt und dessen Grundfläche ein über 
DK als Durchmesser in der auf IDK lothrechten Ebene be- 
schriebener Kreis ist, der verlangte. 

Man ziehe von / eine Parallele mit DF. die die verlän- 
gerte DK in N trifft. Der Kegel IDK ist nun zunächst ähn- 
lich mit ABCy da der Winkel / als Peripheriewinkel gleich 
Winkel -4 ist* ^ 

Sei nun DX das zum Durchmesser DF gehörige latus 
rectum der Ellipse, in welcher die Ebene DEF diesen Kegel 
schneidet, so ist nach I. 13. 

DF:DX= ZAP : NKND. 
Femer, da die Winkel GIF, FID, DIP zusammen zwei Rechte 
betragen und OIF, FID zusammen gleich dem halben Bogen 
OFD sind, muss DIP gleich dem halben übrigen Bogen DIO^ 
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also auch gleich dem halben Bogen FSO oder gleich dem 
Winkel OIF sein, woraus leicht folgt, dass PO parallel 
DK ist. 

Dann muss wegen des Parallelogramms INDP 

IN:ND = PD:PI 
und wegen Aehnlichkeit der Dreiecke IKN und PIF 

1N:NK = PF:PI, also 
IN^ :ND'NK = PD^ PF:PP = PI^ PO.PP = PO.PI 

= DF:DL sein, d. h. 
DF:DX=DF.DL, 
also DX=^DL und also die durch den Kegel DIK in der 
Ebene DEF erhaltene Ellipse congruent der gegebenen sein. 

Es leuchtet von selbst ein, dass auch der Punkt 8 ganz 
auf dieselbe Weise als / zur Spitze eines Kegels gemacht 
werden kann, der die gegebene Ellipse enthält. 

Ausser diesen beiden aber kann kein dritter Kegel ge- 
funden werden, der ähnlich BAC ist, de&sen Spitze auf der- 
selben Seite der Ebene DEF liegt als die Punkte / und S 
und der die gegebene Ellipse enthält. Denn wäre T die 
Spitze eines solchen, so müsste T in der Ebene DOF und 
in dem Kreistogen DOF sich befinden, wie früher gezeigt 
ist. Man ziehe also TD, TF, schneide auf letzterer Linie TD 
ab zum Punkt Y und ziehe von T eine Parallele mit DF, 
die die verlängerte DY in Z schneidet; ziehe femer OTy wel- 
ches die verlängerte OT in U trifft; dann verhielte sich in 
der durch den Kegel DTY erhaltenen Ellipse das latus trans- 
versum zum latus rectum wie 

rZ2 : ZY' ZD = UD • UF: UT^ = UT^- UO: UT^ = UO:UT 
und mtisste also, wenn diese Ellipse der gegebenen congruent 
sein sollte, UO:UT= POiPI sein, was unmöglich ist. 

Also giebt es ausser den beiden Kegeln, deren Spitzen 
/ und S sind, keinen dritten, der den Bedingungen der Auf- 
gabe genügt. 



Acht Lemmata des Abdolmeiek von Schiras^ 

welche bei den Beweisen des siebenten Buches vorausgesetzt werden. 

Lemma I. Wenn eine Gerade AB durch die Punkte Fig. 374. 
C und 2) beliebig getheilt wird, so ist das Quadrat def Summe 
von AB und BC gleich dem vierfachen Rechteck aus BD 
und der Summe von AB und CD, vermehrt um das Quadrat 
der Summe von AD und CD. 

Man mache auf der verlängerten ^JB ein Stück BK=:^BC 
und ebenso auch DZ=^DC, nenne H die Mitte von ZK, so 
ist ZK= 2BD, mithin ZH— BD und HB = DZ= CD. 

Nun ist 
AK^ =AZ^ + 2AZ' ZK^ZK^ = AZ^ + iAZ- ZH+ AZm 

= AZ^+4AH'ZH, 
also (AB + BCy = (AD + CD)^ + 4t(AB + CD) • BD. 
q. e. d. 

Lemma IL Wenn eine Gerade ^5 durch die Punkte Pig. 374. 
C, D beliebig getheilt wird, so ist die Summe der Quadrate 
von AB und BC gleich der Summe der Quadrate von AD 
und DC, vermehrt um das doppelte Rechteck aus BD und 
der Summe von AB und CD. 

Es ist 

AB^+BC^=AD^+2AD*BD+BD^ + CD^+2CD'BD+BD^ 
=AD^ + CD^+2BD'(AD-\-BDi-CD) 
=AD^'\-CD^ + 2BD(AB + CD). q. e. d. 
Lemma III. Wenn eine Gerade durch die Punkte CFig. 375. 
und D so getheilt wird , dass AC = BD ist , und in CD der 
Punkt K beliebig angenommen wird, so ist: 

AD^ + BD^ = AK^ + BK^ + 2CK' KD. 
Weim K die Mitte von CD ist, so ist der Satz nach Euclid. 
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IL 9. klar, ist das aber nicht der Fall, so sei Z die Mitte 

von CD, dann ist 

ÄD^ + SD* =2AZ-^ + iZB-^, 

AK^ -j- gJC2 z=z^AZ^ + iZK^, 

Am + 5Z)2 = AK^ + Sic* + 2(ZZ)* — Zff«) = AS> 

+ J?ir» + 2 CS". Ä». q. e. d. 

Flg. 376. Lemma IV. Wenn eine Gerade ^S durch die Punkte 
C und D so getheilt wird, dass AC = BD ist, und Z die 
Mitte von CD, K ein beliebiger Punkt in CZ, H ein solcher 
Punkt in DZ ist, dass ZK> ZH ist, so ist 

Am -\-Bm 4- 2KH' {HB — KA) — AK"^ + BÄ*. 
Es ist 

AH^ 4- B^T* = 2AZ^ + 22ff», 
• AK'' -\- BK^ =± 2AZ'^ + 222:2. 
Macht man nun noch ZL = ZK, so ist nach vorigem 
Satz : 

AK^ + BK^ — AIP -f Bm + 2Ä/f . lÄ 

= AH^ + 5ff» + 2KH. (HB — BL) 

= AIP -{■ Bm + 2 KH'IHB — Ä^). q. e. d. 

Fig. 376. Lemma V. Sei unter denselben Voraussetzungen als 
im vorigen Satz noch ZT :=■ ZH angenommen, so ist : 
4 fiZ . ZT + 2 irr . TjB + 4 rz> = 2 ST. (ÄZ + 27). 
Es ist: 
4S2- Zr+ 2Är. TB + 4rZ^ = 4 TZBT-\- 2KT- TB 

= 2 BT- (2 TZ -i- KT) 
= 2B7'-(TZ+ KZ), q. e. d. 

Fig. 376. Lemma VI. Unter denselben Voraussetzungen ist: 

AAT.BT + 'iTZ'^^AT^ +BT*. 
Es ist 
AT^ + BT''z=z2AZ^+ 2TZ^ =2{AT-{- T2^^+2TZ^ 

= 2ATi-\-4AT-TZ+4TZ* 
= 2AT'{AT+2TZ) + 4TZ^ 
= 2AT'BT+ 4TZ^. q. e. d. 

Fig. 376. Lemma VII. Unter denselben Voraussetzungen ist 
auch 2ABCZ=BC^—AC^. 
Es ist 

BC ~AC^=AB' {BC— AC)~AB-2CZ. q. e. d. 

Fig. 377, Lemma VIII. Wenn zwei Linien .^C, DZ durch zwei 
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Punkte B und K so getheilt werden , dass AB > BC und 
DK>ZK und AB:BC>DK:KZ, so ist: 

AC^ : AB^ + BC^ < DZ^ : DK'- + KZ^. 
Man theile AC noch durch den Punkt H, so dass 

AH:HC:=:DK:KZ, so ist auch 
AC:CH=^DZ:ZK und 
AC: AH— DZ: DK, mithin auch 
AC^ : ^ffJ + CÄ2 = 2>Z2 : DK^ + ZA:«, 
aber AID + BH2 igt kleiner als AB^ + ÄC^, mithin ist 

AC^iAB^ -h SC^ <-4C2 :AIP + CflS also auch 
AC^ : AB^ + 5C2 < i^Z» : I^iC^ ^. kz^^ q. e. d. 



Siebentes Buch des ApoUonius von Perga über 

Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Attalus. 

Ich sende Dir zugleich mit Diesem das siebente Buch 
der Kegelschnitte, in welchem sich sehr viele neue Sätze in 
Bezug auf die Durchmesser der Schnitte und die zu ihnen 
gehörigen ßechtecke befinden; welche alle nützlich sind für 
die Behandlung vieler Arten von Aufgaben und besonders 
für deren Determinationen (diopLcrixoTg). Viele Beispiele hier- 
für finden sich bei den bestimmten Aufgaben über die Ke- 
gelschnitte, die ich im achten Buche aufgelöst nnd bewiesen 
habe; welches Buch die Stelle eines Anhangs zum siebenten 
vertritt; den ich Dir sobald als möglich zusenden werde. 
Lebe wohl! 

« 
§, 1. Lehrsatz 1. Wenn die Achse einer Parabel über 

den Scheitel um das latus rectum verlängert und vom Schei- 
tel eine beliebige Linie an den Umfang so wie von diesem 
Punkt im Umfang die Ordinate an die Achse gezogen wird; 
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so ist das Quadrat der vom Scheitel an den Umfang gezo- 
genen Linie gleicli dem Rechteck aus den beiden Abschnit- 
ten auf der Achse, die vom Fusspunkt der Ordinate bis , 
zum Scheitel und bis zu dem vorher erhaltenen Endpunkt 
der Verlängerung reichen. 

Sei AC eine Parabel, AD die Achse, die über A umpig. S78. 
das latus rectum bis B verlängert ist, und die Linie AC an 
den Umfang so wie die Ordinate CD gezogen, so wird 
behauptet : AC^ = AD • BD. 

Es ist 
AC^z=:CD'^ '\-AD^=AD'AB-\'AD^=AD^DB. q. e. d. 

§. 2. Lehrsatz 2. Wenn die Hauptachse einer Hyper- 
bel durch einen Punkt nach dem Verhältniss der Seiten des 
zugehörigen Bechtecks getheilt wird und von demjenigen 
Endpunkt derselben, an den das dem latus rectum ent- 
sprechende Stück stösst, eine Linie an den Umfang so wie 
von dem so erhaltenen Punkt des Umfangs eine Ordinate 
gezogen wird,^ so verhält sich das Quadrat der an den Um- 
fang gezogenen Linie zum Rechteck aus den beiden Ab- 
schnitten der Achse, die zwischen dem Fusspunkt der Ordi- 
nate und den Endpunkten des dem latus re#tum entsprechen- 
den Stücks liegen, wie das latus transversum zu dem andern 
Stück. Das dem latiis rectum entsprechende Stück des latus 
transversum soll die ,, homologe Gerade^ heissen. 

Sei AB das latus transversum, AL das latus rectum Fig. 379» 
einer Hyperbel und ersteres durch einen auf ihm selbst lie- 
genden Punkt 2> so getheilt, dass ADlBD = AL:AB ist, sei 
AE eine beliebige Linie von A an den Umfang der Hjrper- 
bel und EF die Ordinate von E^ so wird behauptet: 

AE^iFA'FD^AB.BD. 

Man bestimme noch einen Punkt G auf der verlängerten 
AF, so dass GF»FA = EF^ ist. Dann ist 

EF^:FA'FB = AL:AB = AD:BD, mithin auch 
GF'FAiFA'FB oder 
GF:FB = AJP:BD oder componendo 
GB:FB = AB:BD 
und durch Addition oder Subtraktion der correspondirenden 
Glieder GA:FD = AB:BD, also auch 

GAFA\FAFD = AB\BD, aber 
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GAFA = QF'FA + FA^ =EF^-{- FA^ = AE^, 
also ist gezeigt; dass 

AE^:FA'FD = AB:BD. q. e. d. 
§. 3. Lehrsatz 3. Wenn eine der beiden Achsen einer 
^Ellipse über einen Endpunkt hinaus so verlängert wird; dass 
die Abstände des Endpunktes der Verlängerung von den 
^Endpunkten der Achse sich wie die Seiten des zugehörigen 
Kechtecks verhalten, unA von demjenigen Scheitel; an wel- 
chen das dem latus rectum entsprechende Stück stösst; eine 
Linie an den Umfang so wie von dem so erhaltenen Punkt 
des Umfangs eine Ordinate gezogen wird; so verhält sich 
das Quadrat der an den Umfang gezogenen Linie zum 
Kechteck aus den Abschnitten der Achse, die zwischen dem 
Fusspunkt der Ordinate und den beiden Endpunkten des 
dem latus rectum entsprechenden Stücks liegen; wie das latus 
transversum zu dem Stück; das ihm entspricht. Das Stück 
aber, das dem latus rectum entspricht; heisst die ^homologe 
Gerade.'' 

Sei AB die grosse oder kleine Achse einer Ellipse, AL Fig. «soa 
das zugehörige latus rectum; D ein Punkt der verlängerten 
ABy so dsiB^ AJ):BD ^ss ALlAB ist, ferner -4-E eine beliebige 
Linie von A an den Umfang und EF die Ordinate in ihrem 
Endpunkt; so ist zu zeigen; dass 

AE^:FAFD = AB:BD. 
Man bestimme noch einen Punkt G in der AchsC; so dass 
GF'FÄ—FE^ ist. Man hat nun 

EF^ :FA . FB = ALiAB — AD:BD, mithin auch 
GFFA:FA'FB=GF:FB = AI>: BD, woraus dividendo 

GB:FB=:AB: BD 
und durch Addition oder Subtraction der correspondirenden 
Glieder: 

GA:FD:=zAB:BD, also 
GA . FA : FA'FD = AB : ÄD; es ist aber 
GA'FA=GF'FA + FA^=EF^ +FA^ = AE^, also 

AE^ xFAFD — ABi BD. q. c. d. 
§, 4. Lehrsatz 4, Bei jeder Hyperbel oder Ellipse ver- 
hält sich das Quadrat des Stücks einer Tangente vom Be- 
rührungspunkt bis zum Durchschnitt mit der Hauptachse zu 
dem Quadrat des der Tangente parallelen Halbmessers wie 
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das Stück der Hauptachse zwischen der Tangente und der 
Ordinate in ihrem Berührungspunkt zu dem Stück zwischen 
dieser Ordinate und dem Mittelpunkt 
Fig. 381 a Sei in einem Punkt E einer Hyperbel oder Ellipse bis 

\ an die Hauptachse die Tangente ED und die Ordinate EF 
so wie durch den Mittelpunkt C der mit JSD parallele Halb- 
messer CG gezogen^ so wird behauptet DE^iCG^ =::DF:CF. 
. Man errichte in A und D Lothe auf der Achse ^ deren 
ersteres DE und CE beziehlich in / und K, deren letzteres 
CE in H trifft. Nennt man nun w das halbe zu CJ^ gehörige 
latus rectum^ so ist nach I. 50. 

EK : EI = ED : a?, also auch 
EH:ED=zED:af oder 
EH:ED=CE'ED:CE^af 
und da CE • w = CG- ist, so erhält man, wenn man in den 
mittleren Gliedern CE und ED vertauscht, 

EHiCE — ED^iCG^, und folglich auct 
DF: CF—ED^ : CG^. q. e. d. 
§. 5. Lehrsatz 5. Das zu einem beliebigen Durchmesser 
einer Parabel gehörige latus rectum ist gleich dem zur 
Hauptachse gehörigen latus rectum, vermehrt um das vier- 
fache Stück dieser Achse,« das zwischen ihrem Scheitel und 
dem Fusspunkte des vom Scheitel des erstgenannten Durch- 
messers auf sie gefällten Lothes liegt. 
Fig. 382. Sei AB eine Parabel, A der Scheitel der Hauptachse, B 

der eines beliebigen anderen Durchmessers BD und BE die 
von B an die Hauptachse gezogene Ordinate; sind nun r^r^ 
die zu AEf BD gehörigen latera recta, so ist zu zeigen, dass 

/•j =:r -j- AAE. 
Man ziehe noch in B die Tangente BF bis an die 
Hauptachse und errichte in A ein Loth, das BF in G, die 
verlängerte DB in H schneidet, und in B die Normale BI 
auf der Tangente BF bis zur Achse. 
Nun ist nach I. 49. 

BH:BG = 2BFir, 
und da wegen Aehnlichkeit der Dreiecke HBG und BFI 

BH:BG = FB:FI, ist auch 
BF:FI=z2BF:r^, also 
r, =^2FI=2IE + 4:AE (I. 35). 
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Da ab^ 

BE^=IE'EF:^2IE'EA 
aus dem rechtwinkligen Dreieck IBF und gleich r • EA nach 
I. 11., ist 2IE = 'r, (was auch aus V. 13. folgt), und also 

r, ^r-^^AE. q. e. d. 
§• 6. Lehrsats 6. Werden auf der Hauptachse einer 
Hyperbel von den beiden Scheiteln nach dem Mittelpunkt 
S5U die homologen Geraden abgeschnitten und von einem be- 
liebigen Punkt des Umfangs eine Ordinate an die Hauptachse 
gezogen, so verhalten sich die Abschnitte der letzteren vom 
Fusspunkt der Ordinate bis zu den erhaltenen Endpunkten 
der beiden homologen Geraden wie die Quadrate der beiden 
conjugirten Durchmesser, welche den Verbindungslinien des 
im Umfang angenommenen Punktes mit den beiden Scheiteln 
der Hauptachse parallel sind« 

Seien von den Scheiteln A,B der Hauptachse einer Hy- Fig. sssa 
perbel nach dem Mittelpunkt zu die homologen Geraden zu 
den Punkten D, E abgeschnitten, von einem beliebigen Punkt 
K des Umfangs die Ordinate KL so wie die Linien KA, AB 
tmd damit parallel die Durchmesser HI,FO gezogen, so ist 
zunächst klar, dass diese Durchmesser conjugirte sind, da sie 
von der Mitte C der einen Seite des Dreiecks AKB parallel 
den beiden andern Seiten gezogen sind und also die andern 
Seiten, welche Sehnen sind, halbiren, also jeder derselben 
die dem andern parallelen Sehnen halbirt; es wird nun be- 
hauptet: 

FG^:HI^=^LE:LD. , 
Man ziehe von F die Ordinate FN so wie die Tangente 
FO an die Achse. 
Nach §. 2. ist 

AK^ :LD'LA = BK^:LE^LB=:zAB:BD 
und da wegen Aehnlichkeit der Dreiecke AKB und FOC 

AK:BK=FO:CF, erhält man leicht 
FO^ : FC^ =LDLAiLE' LB. 
Wegen Aehnlichkeit der Figuren NFCO, LKBA haben wir 

LAiLB^NO.NCy also 
FO^:F(P=LD.NO:LE^NC xini nach §. 4. 
Cm:FO^==NC:NO, 
welches mit der vorigen Zeile zusammengesetzt giebt: 

ApollonioBy Kegelschnitte. 17 
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Cff2 : CF^ =LD:LE oder auch 
\ff/2 :FG^z=^LD.LE. q. e. d. 

§.7. Lehrsatz 7. Werden auf einer Achse einer El- 
lipse von den beiden Scheiteln aus die zugehörigen homo- 
logen Geraden abgeschnitten und zwar auf den Verlängerun- 
gen nach der dem Mittelpunkt abgewandten Seite bei der 
grossen Achse^ bei der kleinen dagegen über den Mittelpunkt 
hinweg, und werden von einem beliebigen Punkt des Um- 
fangs Verbindungslinien nach den Scheiteln der Achse so 
wie eine Ordinate an diese gezogen, so verhalten sich die 
Quadrate der conjugirten Durchmesser, welche den erwähn- 
ten Verbindungslinien parallel sind, wie die Abschnitte, welche 
auf der Achse zwischen dem Fusspunkt der Ordinate und 
den beiden Endpunkten der homologen Geraden liegen. 
Fig. 384 a Scicu ADy BE die homologen Geraden von den Schei- 

teln der Achse einer Ellipse aus auf dieser abgeschnitten und 
zwar, bei der grossen Achse nach aussen, bei der kleinen 
nach innen zu, ferner von einem Punkt K des Umfangs die 
Linien KAy KB und die Ordinate KL gezogen, so wird, wenn 
FG, HI die den Linien AB, KA parallelen Durchmesser sind, 
behauptet: 

FG^iHl'^^LEiLD. 
Dass FGj HI conjugirte Durchmesser sind, erhellt aber sehr 
leicht daraus, dass jeder von ihnen eine dem andern parallele 
Sehne halbirt. 

Man ziehe nun noch von F an die Tangente FO und 
die Ordinate FN an die Achse. Nun ist nach §• 3. 
AK^ : LA . LD = BK^ :LB - LE=2 ABiBD 
und da wegen Aehnlichkeit der Dreiecke AKB und OFC 

AK:BK = FO:FC 
ist, so hat man auch 

FO^:FC^=LA'LD:LB*LE, 
und da aus Aehnlichkeit der Figuren AKBL, OFCN 

LA:LB = NO : NC, erhält man 
FO^ :FC^ =z NO ' LD : NC ' LEi nach §, 4. ist aber 
CH^:FO^ = NC :N0, woraus durch Zu- 

sammensetzung entsteht 

CH^ : FC^ =LD:LE oder auch 
IH^ .FG^ = LD\LE. q. e. d. 
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Anm. £0 erhellt zugleich hieraus, dass, wenn die von K gefällte Ordi- 
nate den Mittelpunkt trifüt, die conjugirten Durchmesser einander gleich sind. ^ 

§. 8. Lehrsatz 8. Sei übrigens unter denselben Vor- rig. sss und 
aussetzungen als in den beiden vorigen Sätzen bei Hyperbel 
oder Ellipse die Linie LE noch um die mittlere Proportionale 
zwischen LD und LE verlängert bis zum Punkt P, so wird 
behauptet: 

AB^ : {FG + -£0)2 = BDLE: LP^. 

Es ist nach vorigem Satz: 

1) Cm:CF^=LD:LE=LD*LE:LE^==EP^:LE^yBho 

2) CH:CF=EP: LE' und componendo 

3) CF:CH+ CF^LEiLP, also auch 

4) CF^ : {CH+ CF)^ = LE^ : LP^ oder 

5) CF^ : LE^ = {CH+ CF)^ : LP^. 
Nun ist femer 

6) CF2 : CO^ = BK^ : BA^, 
aber nach §. 6. ist 

7) BK^:L:B'LE=AB:BD = AB^:AB'BD, mithin 

8) CF^. : CO^ = LB ' LE: AB ' BD, und da 

9) LB:AB = NC:CO=:: CA^ : CO^, erhalten wir 

10) CF^ : CO2 = CA^ . LE: CO^ • BD oder 

11) CF^:LE= CA^ : BD oder 

12) CF^:LE^ = CA^:BD'LE, 
welches in (5) eingesetzt giebt: 

CA^:BD>LE=(CH+ CFyiLF' oder 
4C42 . 4 . (^CH+ CF^) = BD' LE:LP^y d. i. 
AB^ :{HI + FG)^ = BD' LE:LP^. q. e. d. 

§. 9. Lehrsatz 9. Unter denselben Voraussetzungen Fig. sss und 
als im sechsten und siebenten Satz wird behauptet; dass^ 
wenn die mittlere Proportionale zwischen LD und LE von 
E aus auf EL bis zum Punkt Q abgeschnitten wird; 

AB^:(FG — HT)^=LE'BD:LQ^. 

Aus Zeile (2) des vorigen Beweises ergiebt sich divi- 
dendo sogleich: 

CF:CF—CH=LE:LQ oder 

CF^ : (CF — CH)^ = LE^ : LQ^, 

und setzen wir den in Zeile (12) des vorigen Beweises er- 
haltenen Werth von CF^ :LE^ ein, so erhalten wir sogleich 

17* 
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CA^ : (CF — CÄ)2 =BD'LEi LQ^ öder auch 

AB^ : (FG — Ä7)2 == BD • LEiLQ^. q. e. d. 
Fig. 383 und §. 10. Lehi'safz 10. Unter denselben Voraussetzungen 
als in den vorigen Sätzen wird behauptet: 

AB^:FG'HI=BDiEP. 
Aus der Zeile (2) des Beweises zu §. 8, ergiebt sich 
sogleich : 

CF'CH:CF^=EP:LE 
und da nach Zeile (11) ebendaselbst 

CF* : LB = CA* : BD, 
so entsteht sogleich 

CF'CH:CA^=EP:BD 
oder, indem man die Glieder des ersten Verhältnisses ver- 
vierfacht und die Ordnung umstellt: 

AB^ :FG'HI—BD: ER q. e. d. 

Fig. 383 und §• H* Lehrsatz 11« Unter denselben Voraussetzungen 
*^* wird behauptet: 

AB^iFG^ +HP=BD:LD + LE. 
Es ist aus §§. 6 und 7. 

CH^ : CF^ = LD : LE, also 
CF^ : CH^ + CF^=LE:LD + LE 
und ersetzt man nach Zeile (11) des Beweises zu §. 8. 
CF2 : LE durch CA^ : BD, so erhält man 

CA^ : cm '+ CF^ = BD:LD + LE^ 
oder, wenn man die Vorderglieder vervierfacht; 

AB^'.FG^ + HI^ =zBD:LD + LE. q. e. d. 

§. 12. Lehrsatz 12. Die Summe der Quadrate zweier 
beliebiger conjugirter Durchmesser einer Ellipse ist gleich 
der Summe der Quadrate ihrer Achsen. 
Fig. 384. Sei in der Figur /des siebenten Satzes noch die kleine 

Achse RS gezeichnet; da nun 

AiEiEB = t:r, ist AEiEB^ AB^ : RS^, also 
AE:AE+EB = AB^:AB^ +RS^ und da 
AE = BD , auch BDiBD + BE=: AB^ : AB^ + RS^, 
mithin da BD + BEr= LD + LE= DE ist, nach dem vori- 
gen Satz auch 

AB^lFG^ + Hn^AB^\AB^ + ÄSS i h. 
FG^ + HI^ = ^IB« -f- ÄS2. q. e. d. 
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§. 13. Lehrsatz J3, Der Unterschied der Quadrate 
irgend zweier conjuglrter Durchmesser einer Hyperbel ist 
gleich dem Unterschied der Quadrate ihrer Achsen. 

Sei in der Figur de$ §. 6. noch die zweite Achse Fig. 383. 
RS gezeichnet ; da nun nach Construction AE : BE v=zi\r, 
ist auch 

1) AE.BE^ AB^ : RS^, also 
AE:AE — BE = AB^:AB^~RS^, 

oder, da AE=BD ist, 

2) BD:DE=:AB^:AB^—RSK 
Es ist aber aus §. 6. 

CH^ :CF^=LD: LE, also 
CF^:CF^—Cm^LE:DE, 
und da nach Zeile (11) aus §. 8. 

CF^:LE= CA^.BD, so erhalten wir 
CA'^iCF^ — cm = BDiDE, 
oder, wenn man die Vorderglieder vervierfacht: 

AB^ : FG^ — Hl^ = BD : DE, 
welches mit (2) verglichen ergiebt 

. a[b^ : FG^ — HI^ = AB'^ : AB^ — i?SS mithin 
FG^ — m^ = AB^ — RSK q. e. d. 

§. 14. Lehrsatz 14. Es wird bei der Ellipse unter Fig. 384. 
Beibehaltung der Bezeichnungen von §. 7. ferner behauptet: 

AB^ :FG^ — HP = BD:2 CL. 
Aus der in §. 7. gegebenen Zeile 

CF^ : cm =zLE:LD folgt 
CF^ : CF^ ^ cm = LE: LE - LD, aber 
LE — LD=^CE+ CL — {CE-'CL) = 2CL 
und setzt man noch nach Zeile (11) aus §. 8. 

CF^:LE= CA^ : BD, so. erhält man 
CA^:CF^ — Cm = BD:2CL 
oder, wenn man die Vorderglieder vervierfacht: 

AB^ : FG^ ^HI^=BD:2 CL. q, e. d. 

§. 15. Lehrsatz 15. Wenn die Figuren der §§. 6 Fig. 383 und 
und 7. für Hyperbel und Ellipse beibehalten werden und p 
das zu FG gehörige latus rectum bedeutet, so ist 

AB^ :p^=BD'LE: LD^. 

Es kt nach §§. 6 und 7. : 
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1) CF^:CIP=LE:LD, 
und da CF^:Cm=FG:p, 

2) FGip — LExLD, mithin 

3) FG^:p^=LE^:LD^] 
aus Zelle (11) in §. 8. 

CF2 : LE= CA^ : BD erhält man leicht 

4) 4CF2 . LE^ ^ ^CA^ . LE^BD, 

welches in (3) eingesetzt ergiebt 

4:CA^:p^=LE*BD:LD^.(l.e.d. 
Fig. 383 und §• 16. Lchrsatz 16. Es ist unter Beibehaltung dersel- 
ben Voraussetzungen zu beweisen: 

AB^ : (FG - py = BD 'LEX (LE— LD)^. 
Aus Zeile (2) des vorigen Satzes erhalten wir leicht 

FG:FG — p = LE: LE — LD, also auch 
FG^ : (FG — py = LE^ : {LE— LDy, 
und setzen wir hierin aus Zeile (4) des vorigen Satzes flir 
FG^ : LE^ seinen Werth AB^ : BD • LE, so erhalten wir die 
Behauptung: 

AB^ :{FG — pY = BD ' LE: (LE ^ LDy. 
Flg. 383 und §• 17. Lehrsatz 17. Unter denselben Voraussetzungen 
''*• als vorher wird behauptet: 

AB^ : (FG + py = LE ' BD:(LE i^ LD) ^ . 
Aus Zeile (2) des §. 15. erhalten wir componendo 

FG:FG + p::=iLE:LE+LD oder 
FG^ : (FG + pY = LE^ : (LE + LDy ; 
und , wird wieder statt FG^ : LE^ sein Werth AB^ iBD-LE 
eingesetzt, so entsteht die Behauptung: 

AB^ : (FG + pY =LE'BD: (LE -f- LDy. 
Fig. 383 und §. 18. Lchrsatz 18. Unter denselben Voraussetzungen 
wird behauptet: 

AB^:FG'p — BD:LD. 
Es ist nach Zeile (2) aus §. 15. 

FG:p = LE:LDj also 
FG^:FGp = LE:LD 
un4 setzt man nach Zeile (11) aus §. 8. statt FG^ :LE sei- 
nen Werth AB^ : BD, so entsteht sogleich 

AB^ :FG' p=BD: LD. q. e. d. 
Fig. 883 and §. 19. Lehpsatz 19. Es ist eben so zu beweisen: 
^*''- AB^iFG^ +p^=BDLE: LD^ + LE^. 
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Ans Zeile (2) §• 15. erhalten wir 

FG2 iFG^ + io2 = LE^ : LD^ + LE^ 
und wird statt FG^iLE^ sein Werth AB^iLEBD aus 
Zeile (4) §. 15. gesetzt, so entsteht die Behauptung 
AB^ :FG^ + p^ = BD'LE:LD^ + LE^. 

§• 20. Lehrsatz 20. Unter denselben Voraussetzungen Fig. sss und 
wird endlich behauptet: 

AB? : FG^ —p^^BD'LE: LE^ — LD^. 

Auf gleiche Weise als im vorigen Satz entsteht divi- 
dendo aus Zeile (2) des §.15. 

FG^ : FG^ —p^ = LE^:LE^—LD^ 

und ersetzt man FG^iLE^ durch AB^iLE^BD, so ent- 
steht 

AB^ :FG^ —p^=zLE'BD:LE^ —Lb^. q. e. d. 

§. 21. Lehrsatz 21. Wenn bei einer Hyperbel die 
Hauptachse grösser als die zweite Achse ist, so ist jeder 
Querdurchmesser grösser als sein conjugirter zweiter oder 
Längsdurchmesser; das Verhältniss der ersten Achse zur 
zweiten ist in diesem Falle grösser als das Verhältniss irgend 
eines ersten Durchmessers zu seinem conjugirten und jedes 
solches Verhältniss ist grösser als das zweier andern con- 
jugirter Durchmesser, die den Achsen entfernter liegen. 

Sei AB die Hauptachse einer Hyperbel, grösser als die Fig. 385. 
zweite Achse RS, und FG, F^G^ zwei andere erste Durch- 
messer, deren conjugirte beziehlich ÄZ, if,/, sind, und zwar 
FG der Achse AB näher als i^, G,, so wird behauptet 

1) FG>HI, F, G, > H,I, und 

2) AB:RS>FG:HI>F,G, :HJ,. 

Seien von A und B aus die homologen Geraden AD, 
BE auf der Achse abgeschnitten, so wird, da AB grösser als 
sein latus rectum ist, AD kleiner als die halbe Achse AC 
sein; man ziehe nun von A Parallelen mit den Tangenten 
in F und F^ , welche die Hyperbel beziehlich in K und Ä", 
treffen, und von K, jBT, die Ordinaten KL, -S',/',) so ist 
nach §.6. 

FG2 :HI^=LE:LD , F^G? : HJ] = L,E^ L,D, 
mithin^ da 
LE>LD , L^E>L^D , auch FG> HI , F^G^ > HJ^. 
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Da aber auch 

AB^:R8^=AB:r = AD:AE 
und; wie leicht einzusehen^ 

AE:AD>LE;LD>L^E:L^D, 
so folgt von selbst auch: 

AB^ : jRS2 > FG^ : flP > J', G? : H,/f , also auch 
AB : RS>FG :HI> F,G, : HJ^. q. e. d. 
§. 22» Lehrsatz 22. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
perbel kleiner als die zweite Achse ist, so ist auch jeder 
Querdurchmesser kleiner als der ihm conjugirte zweite Durch- 
messer und das Verhältniss der Hauptachse iur zweiten Achse 
ist kleiner als das eines jeden andern ersten Durchmessers 
zu seinem conjugirten, jedes solche Verhältniss aber kleiner 
als das eines von der Hauptachse entfernteren Durchmessers 
zu seinem conjugirten. 
Fig. 386. Seien dieselben Linien als im vorigen Satz an einer 
Hyperbel; deren Hauptachse AB kleiner als die zweite Achse 
RS ist, gezogen, dann ist jede der homologen Geraden AD, 
BE grösser als AC und da nach §. 6. 

FG^:m^=LE:LD, F,G^, :H,^ :=:= L,E:L,D, 
so ergiebt sich von selbst, da 

LE<:LD, L^E<:L^D, auch 
FG<:HI, F^G^ <^i^i; da aber auch 
AB^ iRS^ = AB:r = AE:AD 
ist, und, wie leicht einzusehen, 

. AE: AD <:LE : LD <,L^E : L^D, 
so folgt von selbst auch 

AB:RS<: FG-. HI <F^G^: HJ^ . q. e. d, 
§. 23. Lehrsatz 23. Wenn die beiden Achsen einer 
Hyperbel einander gleich sind, so ist auch jeder andere Durch- 
messer gleich seinem conjugirten. 

Wenn die Achsen gleich sind, muss nach I. 21. auch 
das latus transversum AB gleich seinem zugehörigen latus 
rectum sein, mithin ist in diesem Fall jede der homologen 
Geraden gleich AC und die Punkte D und E der vorigen 
Sätze fallen in dem Mittelpunkt zusammen; aus der Propor- 
tion der §§. 6 und- 7, 

FG2 :HI^ = LE:LD wird daher 
FG^iHI^^LGxLC, 
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d, h. FO = HI und ein Gleiches gilt von jedem Paar con- 
jugirter Durchmesser, 

§. 24 Lehrsatz 24. Bei jeder Ellipse ist das Yerhält- 
nisB der grossen Achse zur kleinen grösser als das irgend 
eines andern grösseren Durchmessers zu dem ihm conjugir- 
ten kleineren und jedes solche Yerhältniss wieder grösser als 
das eines von der Achse entfernteren Durchmessers zu dem 
ihm conjugirten kleineren. 

Seien AB^ RS die Hauptachsen einer Ellipse, FG, Hing, S87. 
und F^G^y H^I^ zwei Paar conjugirter Durchmesser, so dass 
sowohl FG>HI Q\BF^G^> HJ^ ist, und F^G, entfernter 
von AB als FG, so wird behauptet 

AB'.RS>FG:HI>F,G,iHJ,. 
Man ziehe noch von F und F, die Ordinaten FD^ F^D^ 
an die grosse Achse, von H, H^ die Ordinaten ÄE, H^E^ 
an die kleine. 

Nach I. 21. ist 

FD^ lAD'DB — ÄS2 : jß^ oder 
Fi>2 : CA^ -. CD^ =±= CH2 : CA, 
mithin FD^ <: CA^ — CD^ und wenn man auf beiden.Seiten 
CD^ addirt, CF^ <:CA^^ also auch FG<:AB. Auf ähnUclie 
Art ist 

HE^:RE^ES=AB^:RS^ oder 
HE^ : CA» - Cfi2 ==, CB2 : CR^, 

also HE^ > CR^ — CE^ und wenn man CE^ addirt, CH^>CR^ 
oder HI>RS, mithin, da AB>FG war, 

^5:ÄSf>FG:£r/. 
Femer ist 
FD^ : CA^ — CD^ = F^D\ : CA^ — CD\ = ÄÄ^ .^^52^ 
woraus durch Subtraction der correspondirenden Glieder ent- 
steht: 

F,D\ — FD^ : CD^ — CD'i = RS^ : AB^, mithin 
F^D}—FD^ < CD^ — CZ>2 oder 
F,Z)2 + CD? < CD2 + Fi)2^ 
d. h. CFf < CF2 und also auch F,G, <FG. 

Auf gleiche Art haben wir > 
HE^ : CR^ _ CE^ = ^^£2 ; CR2 _ cBj _ ^ß^ . rs^ 

woraus entsteht: 

H,E] — HE^ : CB» — CE\ = ^iS» : ÄS^ also 



^ 
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H^E\—HE^>CE^ — CE\ oder 
H^E\ + CE2 > CE^ 4- HE^, 

d. I. Cfff > Cff2, also jff,/i >> -ff/; und da oben gezeigt ist 
FjG, <FG, so ergiebt sich' 

FG:HI>F,G, :HJ,. 

Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

Anm. Aus dem Gesagten erbellt ferner von selbst, dass der Unterschied 
der Achsen AB — BS grösser ist als der irgend eines Paares conjugirter 
Dorchmesser FG — SI and dieser wieder grösser als der Unterschied Yon 
den Achsen entfernterer Durchmesser F^G^ — -^i^t» ^^ ^^ ^*** *"*^^ 

ÄB^ — BJS^ > FG^ — JJ/s > i^^jöf — JffJl. 
Femer erbellt auch, dass die latera recta, welche zu den parchmessem .^, 
FG, F^G^, -^i/i> ^/» ^'^ gehören, in der genannten Ordnung genommen 
immer grösser werden, da sie mit ihren Durchmessern Rechtecke geben, welche 
der Reihe nach gleich jB>8'», HI^j -ET^JJ, i^'jöj, FG^, AB^ sind, also immer 
grösser werden, während die Durchmesser selbst in der genannten Ordnung 
an Grösse abnehmen. 

§. 25. Lehrsatz 25. Bei der Hyperbel ist die Summe 
der Achsen kleiner als die irgend zweier andern conjugirter 
Durchmesser' und jede solche Summe kleiner als die zweier 
conjugirter Durchmesser , Welche von den Achsen entfernter 
liegen. 
Fig. 885 und Scicu AB, RS die Achsen, FG. HI, F.G., -ö",/, zwei 

886 • 

Paar conjugirter Durchmesser einer Hyperbel in der ge- 
wohnten Ordnung, so wird behauptet 

AB + R8<:FG + HI<:F,G, + HJ,. 

Man zeichne noch die conjugirten Hyperbeln und ziehe 
von F, F, an die erste Achse die Ordinaten FI^^ jP, JV, , von 
Hy Ä, an die zweite HO, Ä", O, , so leuchtet aus der Be- 
trachtung der Katheten der rechtwinkligen Dreiecke CFNj 
CFjiSr,, CHOy CHO, ein, dass CÄ<CF<:CF, und CR 
<i CH<iC^H^ ist, mithin ist aucÄ 

CA+CB<:CF+ Cff < CF, + Cff, 

und was von den Hälften gilt, gilt auch von den Ganzen. 

Auch ohne Zuhülfenahme der conjugirten Hyperbeln 
folgt die Richtigkeit der Behauptung daraus , dass CA < CF 
< CF^ und nach §. 13. 

CA^ — CR^ = CF^'- cm = cFi-' cm, 

ist, da dann auch nothwendig CR <CH<CH^ sein muss. 
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, §. 26. Lehrsatz 26. Bei der Ellipse ist die Summe 
der Achsen kleiner als die Summe irgend zweier anderer 
conjugirter Durchmesser und jede solche Summe kleiner als 
die anderer conjugirter Durchmesser, welche von den Achsen 
entfernter liegen. Die unter sich gleichen conjugirten Durch- 
messer haben die grösste Summe unter allen. 

Seien ABy RS die Achsen, FG, HI ein Paar conjugirter Fig. 387. 
Durchmesser und F^G^, H^I^ ein den Achsen entfernter 
liegendes Paar, LM, NO aber die einander gleichen conju- 
girten Durchmesser. Nach §. 24. ist 

AB:R8>FG:HI>F,G, :H,I,> LMiNO, 
imd folglich nach Lemma VIU. des Abdolmelek 
(AB+RSy : AB^ +RS^<:(FG + H1)^ iFG^ + HI^ <(F,G, 
'-f HJ^y : F^ G\ + ffj/? < (i3f + NOY : LM^ + NO^^ 

Da aber nach §. 12. 
AB'^ +R8^=FG^ +HI^=F,G\ '\-HI\=Lm + NO^ 
ist, so folgt, dass 

AB;i-RS <:FG + HI<: F^G, + HJ, <L3f + NO ist. 
q. e. d. 

§• 27. Lehrsatz 27. Bei jeder Hyperbel oder Ellipse 
ist, wenn die Achsen ungleich sind, der Ueberschuss der 
grossen Achse über die kleine grösser als der irgend eines 
andern Durchmessers über seinen conjugirten und dieser . 
Ueberschuss für den Achsen nähere Durchmesser grösser als 
für Entferntere. 

Bei der^ Ellipse ist die Richtigkeit des Gesagten schon 
in der Anmerkung zu §. 24. erwiesen. 

Bei der Hyperbel folgt es unter Beibehaltung der Be- 
zeichnung von §.25. leicht folgendermassen. Es ist nach §. 13. 

1) AB^ — RS^ =: FG^ — HI^ :=:F,G\— HJ\ 
und nach §. 25. 

2) AB + RS <:FG + HI <:F^G^ +H,I,, 
mithin durch Division von (1) durch (2) 

AB — RS>FG — HI>F^G^—HJ^.({.e.A. 
§. 28. Lehrsatz 28. Bei jeder Hyperbel oder Ellipse 
ist das Rechteck aus den Achsen kleiner als das aus irgend 
zwei conjugirten Durchmessern und jedes solche Rechteck 
fbr den Achsen nähere Durchmesser kleiner als für ent- 
ferntere. 
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Pig.385.887. Da bei der Hyperbel, wie in §. 25. gezeigt ist, conju- 
girte Durchmesser einzeln grösser sind als die Achsen und 
den Achsen entferntere Durchmesser grösser als nähere, so 
erhellt die Eichtigkeit der Behauptung von selbst. Bei der 
Ellipse kann es unter Beibehaltung der Bezeichnung von 
§. 26. folgendemassen gezeigt werden. 

Es ist nach §. 26, 

AB + RS <:FG + HI < F,G^ +HJ, <:LM + NO, 
also auch 
AB^ + 2 AB . RS + RS^ < FG^ + 2FG . HI + HD < F^ G\ 

+ 2F,Gj -if,/, +J?,/f <zLM^-\-2LM'N0 + N0^, 
nach §. 12. ist aber 

AB^ + ÄÄ2 = FG^ + HP = jPjGf + fi^j/2 = LM^ -f NO^^ 
woraus leicht folgt, dass 

AB RS <:FG ^ HI <F^G, *H,I, <:LM^NO ist 

Es zeigt sich also auch, dass das Quadrat eines der 
beiden gleichen conjugirten Durchmesser grösser ist als das 
Rechteck aus irgend zwei conjugirten Durchmessern. 

§. 29. Lehrsatz 29. Bei der Hyperbel ist der Unter- 
schied zwischen dem Quadrat eines Querdurchmessers und 
dem zu ihm gehörigen Rechteck für alle Durchmesser gleich 
gross. 

Ist eine unmittelbare Folge von §. 13., da das Quadrat 
des zweiten Durchmessers dem zum ersten gehörigen Rechteck 
gleich ist. 

§. 30. Lehpsatas 30. Bei der Ellipse ist die Summe 
aus dem Quadrat eines Durchmessers und dem zu diesem 
gehörigen Rechteck für alle Durchmesser gleich gross. 

Folgt eben so aus §. 12. wie das Vorige aus §. 13. 

§. 31. Lehrsatz 31. Bei der Ellipse sowohl als bei 
conjugirten Gegenschnitten ist das Parallelogramm aus irgend 
zwei conjugirten Durchmessern, welche unter dem Winkel 
aneinandergelegt werden, den sie am Mittelpxmkt machen, 
gleich dem Rechteck aus den Achsen. 
Fig. 388a Scicu AB j RS die Achsen conjugirter Gegenschnitte 
oder einer Ellipse, FG, HI zwei conjugirte Durchmesser der- 
selben und in den Punkten F, G, jff, / Tangenten gezogen, 
welche das Parallelogramm MNPQ bilden, so wird behauptet, 
dass MNPQ = AB'RS ist. 
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I 

I 

Man ziehe noch von F die Ordinate FE an die Achse 
BA, nenne X den Punkt ^ in dem die verlängerte MNp 
den^ in welchem MQ die Achse AB schneidet. 

Nun ist 

1) 2/\F0C : MFCH= FO : CH und 

2) MFCH:2^HCX=MH:HX=0C:CX=F0;CH, 
also 

3) 2/\F0C : MFCH = MFCH : 2/\HCX 

Es ist aber nach §. 4. 

K)2 : Cff2 = EO : CE=EO'CE: CfE^, und da 
. FO^ : cm = 2/\F0C : 2 ^J^CX, 
wie durch Zusammensetzuog von (1) und (2) erhalten wird; ist: 

4) 2^F0C: 2/\flCX^ EOCE: CE^ ; 
nach I. 37. ist aber 

EO^CE: FE^ = CA^ : CR^ 

und wenn man den hieraus entnommenen Werth von JBO« CE 
in (4) einsetzt; so hat man 

5) 2/\FOC:2/\HCX=FE^< CA^ iCE^ ' CR^ oder 
A'i/\FOC)^U/\FOC'/\flCX= FE^ . CA^ : CA^ . CE^-CR^-y 
nun ist aus (3) 

4j^F0C . /^HCX = (.MFCH) 2 
und nach I. 37. CA^ — CE^ . CO2, mithin 

6) 4 . (A^0C)2 : (MFCHy = FE'- - CO^ : CA^ • CR^ oder 

2/\F0C: MFCH =^ FE' CO: CA- CR-, 
da aber 2/\F0C=^FE'C0 ist, folgt, dass MFCH=CA'CR, 
also auch MNFQ = AB^RS ist. q. e. d* 

§. 32. Lehrsatz 32. Bei jeder Parabel ist das zur 
Hauptachse gehörige latus rectum kleiner als das zu irgend 
einem andern Durchmesser gehörige und das zu einem der 
Achse entfernteren Durchmesser gehörige grösser als für 
einen näheren. 

Sind AD die Achse, J3JS, CF zwei Durchmesser einer Pa- Fig. 389. 
rabel und CF weiter von AB entfernt als jBJS, so ist, wenn 
AL, BM, CN die zugehörigen latera recta sind, zu zeigen, 
dass CN> BM> AL ist. 

Zieht man von 5, C die Ordinaten BI^ CG an die 
Hauptachse, so ist nach §. 5. 
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woraus die Kichtigkeit der Behauptung erhellt. 

§. 33. Lehrsatz 33, Wenn die Hauptachse einer Hy- 
perbel nicht kleiner als ihr zugehöriges latus rectum ist, so 
ist dieses latus rectum kleiner als das zu irgend einem an- 
dern Durchmesser gehörige und jedes solche latus rectum 
kleiner als das zu einem der Achse entfernteren Durchmesser 
gehörige. 
Fig. 885. Seien AB die Achse, FG, F, G, \zwei Querdurchmesser 

einer Hyperbel, und zwar F^G^ weiter entfernt von AB als 
FG, und r, p, p , der Beihe nach die zugehörigen latera recta, 
so ist; wenn AB nicht kleiner als r ist, zu zeigen, dass 
r <:p <Pi ist. 

Wenn zunächst AB = r ist, so ist nach §. 23. und 
I. 16. auch FG = p, F,G^=p^, und da .45 < FG < F, G^ 
ist, auch r <Zp <Z Pi* 

Wenn aber AB <zr, so ist, da nach §. 21. 

AB^ : RS^ > FG^: HI^ > F, Gf : Ä,/?, auch 
AB:r>FG:p>F,G^ :p, 

und da die Vorderglieder zunehmen, die Verhältnisse aber 
an Grösse abnehmen, müssen die Hinterglieder in noch stär- 
kerem Verhältniss zunehmen, also r < p < p , . q. e. d. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn die Achse einer Hyperbel 
kleiner als ihr latus rectum, aber nicht kleiner als dessen 
Hälfte ist, so ist das zur Hauptachse gehörige latus rectum 
kleiner als das zu irgend einem andern Durchmesser gehö- 
rige und das zu einem der Achse näheren gehörige kleiner 
als das zu einem entfernteren. 
Fig. 390. Sei unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen ange- 
nommen, dass AB nicht kleiner als -^ ist, so ist zu zeigen 

r<:p<:pr 

Man ziehe von B Parallelen, mit CF, CF^ , welche die 
Hyperbel in Ä", JT, treffen, fälle die Ordinaten KL, K^L^ 
und schneide auf AB die homologen Geraden AD, BE ab. 

Weil nun AB nicht kleiner als -^ ist, ist auch 
1) ■^^AEvcaAA& 
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ft\ LD + AD .^ 

2) — ^ >AD 



2 

ist, erhalten wir durch Division von (2) durch (1): 

LD + AD : AD> AD :AE', 
multipliciren wir hierin das erste und dritte Glied mit LA, 
d. h. im ersten Glied mit LD — AD^ im dritten mitLJE? — AE, 
so erhalten wir: 

LD'—AD^:AD>AD.(LE—AE)iAE 
oder durch Verschiebung von AD: 

3) LD^ — AD^ : AD^ > LE — AE: AE, 
woraus componendo entsteht: 

LD^ : AD^ >LE:AE, mithin auch 

4) LD^'AE>AD^.LE. 
Nach §. 15. ist aber 

5) AB^ :p^=AE'LE:LD^ 
und nach Construction 

6) r^ ; AB^ = AD^ : AE^, mithin 

7) r2:p2 =: AD^ ' LE : LD^ ' AE, 
woraus durch Vergleichung mit (4) folgt r <Z p. 

Auf gleiche Art hat man, da LD -^ L^D> 2LD und 
LD < 2LE ist , durch Division : 

L^D + LD LD 



^ LD -^ LE 

und wenn man im ersten Glied mit LLy ■=.L^D — LD, im 
dritten mit iL, =L^E — LE multiplicirt : 

L^D^-^LD^ ^ {L^E—LE)'LD 



LD -^ LE 

oder durch Division mit LD: 

Qv L^D^-^LD * L^E-'LE 

^) LD^ > LE ' 

woraus componendo 

10) L,D^:LD^>L,E:LE oder 

L^D^'LE>LD^'L^K 

Es ist aber nach §. 15. 

11) p» . ^52 ^ LD2 :AE'LE und 

12) AB^ip^.^AE »L,jE:L,DS mithi n 

p2 : p J = LD2 . LEj : L,D^ • LE, woraus 
durch Vergleichung mit (10) folgt, dass p<.p^, und es ist 
also bewiesen, dass r <Zp <Pi ist. 

§. 35. Lehrsatz 35. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
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perbel kleiner als die Hälfte des zugehörigen latus rectum 
iBt, so kann auf jeder Seite derselben ein Durchmesser ge- 
fu^den werden, welcher gleich der Hälfte seines zugehörigen 
latus rectum ist. Dessen latus rectum ist dann das kleinste 
unter allen denen, deren Durchmesser auf derselben Seite der 
Hauptachse liegen, und die Durchmesser, welche auf jeder 
Seite der Achse dem so bestimmten Durchmesser näher lie- 
gen, haben kleinere latera recta als die entfernteren. Mit 
andern Worten: das latus rectum der Hauptachse ist in die- 
sem Fall ein Maximum und auf jeder Seite derselben das- 
jenige latus rectum, welches die Hälfte des zugehörigen 
Durchmessers ist, ein Minimum. 
Fi^. 391. Seien wie früher Z), E die Punkte, welche die Achse 

AB einer Hyperbel, in welcher AB<Zir ist, nach dem Ver- 
hältniss AB:r theilen, so ist also auch AE <ZiAD und folg- 
lich ED > EA. 

Man schneide nun auf der Achse von E aus Ex = ED 
über A hinaus ab, errichte in x die Ordinate <i>x, ziehe B^ 
und damit parallel einen Durchmesser JPG; nennt man nun 
p das zu FG gehörige latus rectum, so ist nach §. 6. 

FG:^ = X^:X^ = 1:2, 

mithin FG der iin Satz erwähnte Durchmesser, der gleich 
der Hälfte seines latus rectum ist. Seien nun auf einer Seite 
desselben noch die Durchmesser HI, KL, auf der andern MN, 
OP, in der angegebenen Ordnung sich von ihm entfernend, 
gezogen, so ist, wenn p,, ^2; Pzy Pi ^^^ Reihe nach die zu 
diesen Durchmessern gehörigen latera recta sind, zu zeigen: 

P2>P\>P<P2 </='4- 

Man ziehe noch von B aus mit jenen Durchmessern der 
Eeihe nach die Parallelen Bri^ Byc, B^x, Bo und von den 
Punkten >], k, jm, die Ordinaten iji, xX., fxv, ott. 

Nun ist nach §. 15. 

1) AB^:p^=AE'xE'xD^, 

2) pf ; AB^ = lD^ : AB » iE, also 

3) p?:p^ =,D^.^E:xD'>iE = ^:^. 
Es ist aber 

^>^^ also auch 2^^±^>X^-,i-^, 



iD ''^ iE ^ iE "^ iD 



\ 
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und da x^ = ^^ ist. 



tZ>^ X^+i^. 



oder wenn man links mit xt = X^ — '^; rechts mit Xi = X-^ 
— lD multipllcirt: 



daher auch componendo: 

' X^^ X^^ 



welches mit (3) verglichen zeigt, dass p, >p ist. 

Auf gleiche Weise als vorher erhalten wir leicht aus 
§. 15.: 

und aus der Zeile 

X^^ iD 



XE^ XD' 
welche gewiss richtig ist, da schon 

X^^ X^ 



XE-^ XD 

ist, erhalten wir ähnlich wie oben 

iE iD^ 



XE^ XD^ ' ^^^^^"^ ^"^^ ^2 > '^t- 

Eben so ist für das zu dem Durchmesser MN gehörige 
latus rectum pg aus §. 15. 

folgt, da xE -\- vE= vD ist, componendo 



vE ^ vD 

und wenn man links mit x^ = J^-B — X^; rechts mit x^ = vD 
— xD multipllcirt und dann noch mit vD auf beiden Seiten 
dividirt: 

—1;e < vi>2 > voraus folgt f^ > ^ 

und also auch p^> p. Auf ganz gleiche Art wird bewiesen 
p^> Pz ^^^ 6s ist sonach die Behauptung erwiesen. 

Apollouius, Kegelschnitte. 13 
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§. 36. Lehrsatz 36. Wenn bei einer Hyperbel die 
Hauptachse nicht gleich ihrem latus rectum ist^ so ist der 
Unterschied beider Linien für die Hauptachse grösser als für 
irgend einen andern Durchmesser und für der Achse näher 
liegende Durchmesser grösser als für entferntere. 
Fig. 885 und Scicu AB die Hauptachse, FGj F^G^ zwei andere Druch- 
messer einer Hyperbel und zwar .FjG, weiter von AB als 
jFG; so ist, wenn r, p, pj der Reihe nach die zugehörigen 
latera recta sind und AB zunächst grösser als r ist, zu zeigen 

AB — r>FG — p>F^G^—p^. 
Es ist in der Figur des §. 34. 
AB^:(AB — r)^=AE^:{AE- AOy =AE^:DE^ 
und nach §. 16. 

AB^:(FG—py=BDLE:(LE—LDy ^AELEiDE^ so wie 
AB^:(F,Ü, —p^y=BD'L,E:{L,E'^L^Dy = AE 

L^E:DE^. 
Da nun AE <:LE <:L^Ei, folgt 

AB — r>FG — p>F^G^—p^. 
Es folgt übrigens der Satz auch leicht aus §. 29., wonach 
AB^—AB'r^FG'^—FGp = F^G'\ — F,G^'P^, 
denn da AB <FG <F^G^, muss 

AB — r>FG — p>F^G^—p^ sein. 
Ist AB<Zrj so müssen die Unterschiede mit umgekehr- 
ten Zeichen genommen werden. 

§. 37. Lehrsatz 37. Bei der Ellipse ist der Unterschied 
der Seiten des zu einem Durchmesser gehörigen Rechtecks 
für die Hauptachse grösser als für irgend einen andern 
Durchmesser, der grösser als sein latus rectum ist, und unter 
diesen für der Hauptachse näher liegende Durchmesser grösser 
als für entferntere ; unter den Durchmessern aber, die kleiner 
als ihre latera recta sind, ist der genannte Unterschied für 
die kleine Achse am grössten und fär die ihr näher liegen- 
den grösser als für entferntere. Für die kleine Achse selbst ist 
der erwähnte Unterschied aber grösser als für die grosse Achse. 
Fig. 387. Seien AB^ RS die Achsen einer Ellipse, r, r^ die zu- 

gehörigen latera recta, FG, F^G^ zwei Durchmesser, deren 
jeder grösser ist als das zugehörige latus rectum p und p , , HIj 
H^I^ dagegen solche Durchmesser, welche kleiner als die 
zugehörigen latera recta p^ und p^ sind, so ist zu zeigen 
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1) AB — r>FG — p>F,G,—p„ 

2) r,-RS>p^-HI>p,~HJ„ 

3) r, -RS>,AB — r. 

Nach dem, was in §. 24. gezeigt ist, ist AB> FG> F^G ^ 
so -wie nach dem in der Anmerkung desselben Satzes Ge- 
sagten r Klip <ipi, woraus von selbst folgt 

AB-r>FG — p>F^G^—p^. 
Auf gleiche Weise folgt, da nach §. 24. auch 

RS < HI <. Hxl^ und r^> p^> p^ ist, 
r, - R8> HI- p, > HJ, - p,. 
Nach I. 15. ist ferner 

RS:AB=zAB:r^, 
also AB<Zr^ und da ausserdem 

AB:r = r^ :R8 
ist, so folgt dividendo 

AB — r:r^ —RSz=zAB:r^, 
also AB — r <:r^ — RS. q. e. d. 

§§, 38 und 39. Lehrsatz 38 und 39. Wenn bei einer 
Hyperbel die Hauptachse nicht kleiner als der dritte Theil 
des zugehörigen latus rectum ist, so ist die Summe der Sei- 
ten des zu einem Durchmesser gehörigen Bechtecks für die 
Hauptachse am kleinsten und für jeden davon entfernte- 
ren Durchmesser grösser als für einen näheren. 

Seien -4S die Achse, FG, F^G^ zwei Durchmesser einer 
Hyperbel, r, p, p^ die zugehörigen latera recta, so ist, wenn 
nicht AB<i^r, zu zeigen, dass 

AB + r <:FG + p <:F^G^ +p, ist 

§. 38.. Sei zuerst AB nicht kleiner als r, dann ist Fig. 385. 
nach §.33. r<p<pj und da nach §.25. AB<FG<:F^G^ 
ist, so folgt von selbst 

AB + r<:FG + p<:F,G, +p,. 

§. 39. Sei AB zwar kleiner als r, aber nicht kleiner Fig. 390. 
als \r, so ist dieselbe Behauptung als vorher zu erweisen. 

Man ziehe noch von B die Parallelen BKy BK^ mitiPG 
und F, G, und von K, Ä", die Ordinaten KL, K^L^ an die 
Achse und schneide von A und B die homologen Geraden 
AB, BE auf der Achse ab. 

Weil nun AB\r =z AE.BE= AE:AD, ist 

18* 



276 

1) AB^:{AB + ry = AE^ : (AE -{- ADy 
und nach §.17. 

2) (FG + py : AB^ == (LE + LDy lAE-LE, mithin 

3) lFG+py:{AB'^ry=AE'(LE+LDy :LE'{AE+ADy 

_ {LE + LD)^ LB 

~{ÄEi- AD)^ * AE' 

Weil aher AB nicht kleiner als \r ist, ist auch AE 

nicht ' kleiner als \AD, also auch nicht kleiner als \DE und 

folglich 

2AE + DE AD + AE^, , 
AE =—ÄE-<^''''^ 

4 ' {LE -\- AE -\- DE) 4.'{ LD+AE) ^ . ^ 



2AE'{'DE AD + DE 

durch Vergleichung dieser Zeilen erhält man aber: 

.V 4 . (Zi) 4- AE) AD-^AE 

^ J/) -f AE ^ 3^ ^ 

und multiplicirt man links mit 

LD — AD , ^ .^ LE'-AE ^ ^ , ^ 

KN 4.(i:/)-|-^^-(^2> — ^/>)_ LE—AE , , 

5) (^D -H ^^)^ > AE ' ^^d ^^ 

2LD + 2AE = LD + LE + AD + AE \md 

2LD — 2AD= LD + LE — AD — AE, also 

4 . (LD + AE) . (Li> — AD) = (LD + LE)2 _ (AD + ^1E)2, 

so erhalten wir statt Zeile (5) 

{LD + LEY " {AD -h ^Jg)8 ^ LE^AE 



{AD + ^Ä')« "^ ^A^ 

oder componendo 

{LD + LE)^ LE 



{AD 4- ^^2 7^ ^^ ' 

welches mit (3) verglichen, zeigt, dass 

FG + p>AB + r ist. 
Auf ähnliche Art erhalten wir ferner aus §. 17.: 
(F,G, + p,y : (FG + p)2 = (L,D + L,E)'.LE: 

und aus der Zeile 

^'{L^D+LE) LD + LE 



LD-^-LE -^ LE • ' ^ 

deren Richtigkeit aus dem Umstand LE> ^DE leicht er- 
hellt^ ergiebt sich auf ganz ähnliche Art als oben 
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{LD -{-LE)^ - LE > '^^^^^^ ^"^^^ 

Also ist die Behauptung erwiesen. 

§. 40. Lehrsatz 40. Wenn bei einer Hyperbel die 
Hauptachse kleiner als der dritte Theil des zugehörigen latus 
rectum ist, so lässt sich auf jeder Seite der Achse ein Durch- 
messer finden, der gleich dem dritten Theil des zugehörigen 
latus rectum ist, und für jeden dieser Durchmesser ist die 
Summe der Seiten des zugehörigen Rechtecks kleiner als 
fiir irgend einen andern Durchmesser auf derselben Seite der 
Achse, unter diesen aber für näher liegende Durchmesser 
kleiner als für entferntere. 

Man wiederhole die Figur des §. 35. mit denselben Be- Fig. 392. 
Zeichnungen an einer Hyperbel, deren Achse AB kleiner als 
■Jr ist, und mit der Aenderung, dass Ex = iDE (und nicht 
gleich DE) gemacht wird; da nun AB <Z^r, ist auch 
AE < ^AD d. h. als ^DEj mithin liegt x jedenfalls inner- 
halb der Hyperbel, und da ferner nach §. 6. 

FG:p = xE:xD 

ist, so leuchtet ein, dass FG = ^p ist. 

Es bleibt zu zeigen, dass 
LK-{-p^> HI+p, > FG + p<:MN+p^ <^po + p^ ist. 

Wir erhalten aus §♦ 17. auf ähnliche Art als in den 
früheren Sätzen: \ 

1) (,FG + f)' : (HI + p ,)' = (xD + xS)' ■ iE 

Es ist aber 

4.(xJg-t-tZ)) x-^H-x-g ' 

^ X^ + X^^ , X^ ' 

da letzteres gleich 4, ersteres kleiner ist. Multiplicirt man 
diese Zeile mit 

J§^ = ^t5 ' '"^ ^""^^^^ '^^'^ 
2xE + 2iD = (xD + x^ + 0-^ + ^-ß), 

2xD— 2iD = (xZ) -f xß) — 0^ + ^-E), 
so hat man 
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^ (X^ + X^* ^ X^ ' 

woraus leicht folgt 



(x^ + x^)^ x^' 

also durch Vergleichung mit (1) auch ^ 

Es ist ferner nach §.17. 
(FG + p)2 : (MN+p,y = (x-D + x^' • v^: (vD + vE)^ • xE 

vE (vD -I- viB)8 , 

X^ (X^ + x^)^ 
4.(yZ>+x^^ X^ + X^ 



X^ + X^ x^ 

folgt ganz wie oben^ dass 

(v'D + vE)^ vE 

(PTx^?~ ^ ^^ ' 
also auch il!fiV+ pg > FG -|- p ist. 

Auf ähnliche Art erhalten wir ferner 
(HI+ p,y : {KL + p^y = {lD + lE)^ . XE : (X2> + XE)^ • tiS 

_ "KE {XD + X^a , 

~ iE • (li) + lE)'^ ^ ^^^^ ®^ ^®* 



da ersteres kleiner, letzteres grösser als 4 ist; aus letzterer 
Zeile wird, wie oben, abgeleitet 

Q.D -[- XE)^ XE 



{iD-\~iE)^ ^ lE^ 

mithin auch KL + Pa > i//+ Pi« Granz auf dieselbe Weise 
zeigt man endlich auf der andern Seite, dass 

op+p, >M?sr + p3 

ist, wodurch die ganze Behauptung erwiesen ist, 

§. 41. Lehrsatz 41. Bei jeder Ellipse ist die Summe 
der Seiten des zu einem Durchmesser gehörigen Rechtecks 
für die grosse Achse kleiner als für irgend einen andern 
Durchmesser, flir Durchmesser, die der grossen Achse ent- 
fernter liegen, grösser als für nähere und demnach für die 
kleine Achse am grössten. 
Fig. 393. Sei eine Ellipse mit der grossen Achse AB und der 

kleinen RS gegeben, FG ein beliebiger Durchmesser und 
jFjG| ein anderer von der Achse AB entfernterer, r, r^, p, 
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p, der Reihe nach die latera reeta zu ABj RS^FG, F^G^^ 
80 ist 2u zeigen: 

AB + r<:FG + p<F,G, +p,<ÄSf+r,- 

Man schneide auf den Verlängerungen von AB die ho- 
irologen Geraden AD, BE ab, ziehe von B Parallelen mit 
FG, F^G^, welche die Ellipse in K, Ä", treffen, und von K, 
K^ die Ordinaten KL, K^L^ an die Achse. - 

Nun ist, da AB : r = AE : AD, auch 

1) {AB + r)2 : AB'^ = DE^ : AE^ 
und nach §.17. 

2) (FG 4- py : AB^ = DE^ iLEAE, 

3) (F,G, -^ p^y : AB^ = DE^ : L,E ' AE, und da 

RS :r^ = r : AB = AD : AE ist, 
(ÄS + ri)2 : ÄS2 = DE^ : ^jga 

und da ausserdem 

RS^:AB^=BE:AE ist, 

4) (ÄÄ + r,y : ^S^ = DE^ : BE AE. 
Aus der Vergleichung der Zeilen 1 — 4. ergiebt sich 

aber, da die mittleren Glieder überall gleich sind und 

AE> LE> L^E> BE ist, auch 
AB-{'r<:FG + p<:F^G^ +/5, <B/S + r,. q. e. d. 
§. 42. Lehrsatz 42. Bei jeder Hyperbel ist das zu 
einem Querdurchmesser gehörige Rechteck für die Achse am 
kleinsten und flir jeden davon entfernter liegenden Durch- 
messer grösser als für einen näher liegendeii. 

Man wiederhole die Figur des §. 38., dann ist Fig.sssimd 

1) AB^:ABr = BD:AD 
und nach §. 18. 

2) AB^ :FG'p = BD:LD so me 

3) AB^:F,G, -p, =BD:L,D] 
da aber AD <:LD <:L^D, so erhellt, dass 

AB^r <cFG' p <:F^G^ -p, ist. q. e. d. 

§. 43. Lehrsatz 43. Bei der Ellipse ist gleichfalls 
das zur groseien Achse gehörige Rechteck kleiner, das zur 
kleinen Achse gehörige grösser als das zu irgend einem an- 
dern Durchmesser gehörige. Für der grossen Achse ent- 
fernter liegende Durchmesser aber ist dies Rechteck grösser 
als für näher liegende. 



386. 
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*^' Fig. 398. Wiederholen wir die Figur des §. 41., so ist zu zeigen, 

dass ^S.r< FG. /3<F,G^ .p, <ÄS.r, ist. 

Es ist zunächst 

1) AB^ : AB . r = AE : AD nach Construction, 

2) AB^ :FG'p = AE:LD nach §. 18., ebenso 

3) AB^:F,G,'p^=AE:L,D 
und da nach I. 15. AB^ =RS'ri ist, 

4) AB^.RS-r, =AE:BD. 

Da nun AD<zLD<L^D<:iBD ist, folgt von selbst auch 
AB'r<:FG'p<:F^G^ <ÄS.r^. q. e. d. 

§§. 44 und 45. Lehrsatz 44 und 45. Wenn bei einer 
Hyperbel die Hauptachse nicht kleiner als ihr zugehöriges 
latus rectum oder doch ihr Quadrat nicht kleiner als das 
halbe Quadrat des Unterschieds zwischen ihr und dem latus 
rectum ist, so ist die Summe der Quadrate dieser beiden 
Linien kleiner als die Summe der Quadrate der Seiten des 
zu irgend einem andern Durchmesser gehörigen Rechtecks. 

§. 44. Wenn die Hauptachse nicht kleiner als das la- 
tus rectum ist, so ist nach §. 33. das latus rectum jedes an- 
dern Durchmessers grösser als das der Hauptachse, und da 
ausserdem auch jeder andere Durchmesser grösser als die 
Achse ist, so erhellt die Richtigkeit des Satzes von selbst. 

Fig. 890. §. 45. Sei zweitens die Hauptachse AB einer Hyperbel 
kleiner als ihr latus rectum r, aber AB^ nicht kleiner als 
i'{r — AS)^y so ist, wenn wir uns derselben Bezeichnungen 
als im §. 38. und 42. bedienen, zu zeigen: 

AB^ +r2 <FG^+p2>2<',G2 +^^2. 

Es ist, da AB : r = AFI : AD sich verhält, 

1) AB^ + r^ : AB^ = AE^ + AD^ : AE^ und nach §. 19. 

2) AB^ : FG^ +p'^=AELE: LE^ + LD^, mithin 

3) AB^+r^ :FG^-\-p^ =(AE^-i-AD^) . LE:{LE^-\-LD^) 

• "^ = Je ' LE 

I 

Da aber nach Annahme 2AB^ nicht kleiner als (r — ABy 
\xniAB:r = AE:ADy ist auch 2AE^ nicht kleiner als DE^ 

oder 2 ^ -j^ , also gewiss 2 > ^^ ^^ , mithin mit LE — AE 
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V 

1 

j multiplicirt : 2LE'^2AE> -j^ — -j-^ und also auch 
' oder, wenn man auf beiden )Seiten 22)jB addirt; 

2LD*LE -\- BE'^ 2 AD . AE + DE^ , , 

LE > —' ÄE ' ^^ *^®^ 

2LD . L£+ DE'^ = LE^ + LE^ +2LEDE + DE^=LE^ 

4-L2)2 und . 
2 AD . AE-^ DE^ = AE^ + AE^ +ß AE'DE + DE'^ = AE^ 

+ AD^, so ist 

LE^ -f LD^ AE^ + ÄD^ ^ 
LE -^ AE 

mithin nach Zeile (3) auch FG^ + P^ > AB^ + r. 

Auf ähnliche Art folgt aus der Zeile j.^ j. ^ < 2 durch 

dasselbe Verfahren, dass auch FG^ + p'^ <z.F^G\ + p^ ist. 

§. 46. Lehrsatz 46. Wenn das Quadrat der -^chse 
einer Hyperbel kleiner als das halbe Quadrat des Unter- 
schieds zwischen dem latus rectum und ihr ist, so lässt sich 
auf jeder Seite derselben ein Durchmesser finden, dessen 
Quadrat gleich dem halben Quadrat des Unterschiedes 
zwischen ihm und seinem zugehörigen latus rectum ist, und 
für jeden der beiden so bestimmten Durchmesser ist die 
Summe der Quadrate der Seiten des zugehörigen Rechtecks 
kleiner als für irgend einen andern Durchmesser auf dersel- 
ben Seite der Achse, unter diesen aber für näher liegende 
Durchmesser kleiner als für entferntere. 

Man wiederhole die Figur des §. 35. nur mit dem Un- Fig. 391. 
terschied, dass x^^ = i-DE^ (und nicht wie dort x^ = I^E) 
ist, dann ist, da nach §. 6. FG : p = x^ : X^ ist, FG'^ : (p —FG)^ 
= xE^ : ED^ und also FG^ =^ . (p — FGy 

Wir erhalten femer durch wiederholte Anwendung von 
§. 19. ähnlich wie im §. 45. die Zeile 

Aus der Zeile 2 < —^ — ^, die aus der Annahme 
2 = — ^ leicht folgt, hat man^ wenn man mitx-B— v^B^aultiplicirt, 





2xE- 


2 iE 


< 


DE'^ 
iE 




1 

oder 




2xE + 




< 


2^+T. 




also 


wenn 2 DE addirt wird, 












2xi> + 


DE^ 

yE 


<Z 


2ti) 


+ iE 


oder 




2xi>-x-E + 


DE^ 


< 


2i2). 


iE + D^* 


, 


XE 






t^ 


• 



Da aber 
2xD'XE+ DE^ = x^2 + x^^ + 2 x^ • ^^ + ^^^ = X^' 

' + X^^ und 
2 lD ' lE -{- DE^ = lE^ + lE^ + 2lD'DE + DE^ =lE^- -{- lD^, 

so folgt 

XE^ + XD^ lE^ + iD^ 



XE ^ iE ^ 

also nach obiger Proportion auch FG'^ + p^ <cHl^ + /o^. 

Für den Durchmesser MN auf der andern Seite von 
FG ist 

und aus 2 > — ^^ — ^ folgt auf ähnliche Art als vorher, dass 

itfiV2 + Pg 2 > FG2 + p2 igt. 

Auf ganz gleiche Weise kann dann gezeigt werden, dass 
HI^ + Pi^ <. KL^ -^ p\ Ist unter Anwendung der Zeile 

J^> 2 und dass MN^ -}- p^^ <:0P^ + p^^ unter An- 

Wendung von -= — =<:2, wodurch dann die ganze Behaup- 
tung erwiesen ist. 

§. 47. Lehrsatz 47. Wenn bei einer Ellipse das Qua- 
drat der grossen Achse nicht grösser ist als das halbe Qua- 
drat der Summe der Achse und ihres latus rectum, so ist die 
Summe der Quadrate der Seiten des zu einem Durchmesser 
gehörigen Rechtecks für die grosse Achse am kleinsten und 
für jeden derselben näheren Durchmesser kleiner als flir 
einen entfernteren, für die kleine Achse aber am grössten. 



^ 283 

Wiederholen wir die Figur des §. 41. unter der Annahme, Fig. 393. 
dass 2 AB^ "^(AB -{- r)^j so ist zu zeigen, dass 

AB^ + r^ <:FG^ -\-p^ <ZF^G^^ +p^ <Ä/Sf2 +r,2, ist. 

Es ist zunächst, weil AB : r = AE : AD ist, 

AB^ : (AB + ry — AE^ : DE^, 

mithin in Folge der Annahme auch 2AE^^DE'^. Durch 
wiederholte Anwendung von §. 19. erhalten wir nun leicht 
die Zeilen: 

AB^ -i-r^iFG^+p^iF^G.^+p^^iRS^ +r,^ = ^^^^^ 

' LE • L^E ' BE ~ AE ^ ^^ ' iE 

Da nun: 2 < -j^ , muss gewiss 2 < jß^^j^, also hnks . 
mit LD — ADj rechts mit AE — LE multiplicirt: 

2LD — 2 AD <-j^ — -yvr, also auch 

DE^ O AT\ ^^^' OTT, • 

-^-^- — 2AD<-j^-2LD sein. 
Auf ähnliche Art folgt aus 2 < j„ , zunächst 

woraus sich dann ergiebt 

-^--2LD<^-2L,D, 
und auf dieselbe Art folgt auch 

-^—2L^D<^^ — ZBD, 
also ist gezeigt, dass 

§. 48. Lehrsatz 48. Wenn das Quadrat der 
grossen Achse einer Ellipse grösser ist als das halbe Qua- 
drat der Summe aus ihr und dem ihr zugehörigen latus 
rectum , so lässt sich auf jeder Seite der grossen Achse ein 
Durchmesser finden, dessen Quadrat gleich dem Quadrat der 
halben Summe aus ihm und seinem zugehörigen jlatus rectum 
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ist ; für einen so bestimmten Durchmesser ist dann die Summe 
der Quadrate der Seiten des zugehörigen Rechtecks ein Mi- 
nimum und für ihm näher liegende Durchmesser kleiner als 
für entferntere ; für jede der beiden Achsen also ein Maximum. 

Fig. 394. Sei eine Ellipse mit den Achsen AB und RS und unter 

der Annahme; dass AB^ > ^ * (AB -\- r)^ ist, gegeben, und 
seien die homologen Geraden ADj BE auf den Verlängerun- 
gen der Achse AB abgeschnitten, so ist, da AB : r = AE : AD 
auch AB:AB-^r — AE: DE, mithin AE^ > \ DE^. 

Man bestimme nun einen Punkt L in AB, so dass 
Lß2 ==: ^ 2)^2 jgt^ errichte in L eine Ordinate LK, ziehe BK 
und einen damit parallelen Durchmesser FG, nehme auf der 
Ellipse zwischen F und A zwei Punkte F^, F^ und zwischen 
F und R die Punkte F^ und F^ an, ziehe die Durchmesser 
FfG,, F^G^, ^3^3, F^G^, von B aus Parallelen mit den- 
selben jBjfiT,, BK^, BK^, BK^ und endlich die Ordinaten 
K^L^, K^L^j K^L^, K^L^, so ist zu zeigen 

1) FG^=i' (FG + p)\ 

+ p^<F,G^ 
+ pl<F,Gl-\-pl. 

Es ist zunächst nach §.7, 

FG:p = LE:LD, also 
FG2 :i'(FG + pY = LE^ : \ DE^ 
und da nach Construction LE'^ = ^DE^, ist auch 

FG^=i'(FG + py. 

Es ist femer durch wiederholte Anwendung von §. 19. 
leicht wie in den früheren Sätzen die Zeile zu erhalten: 

3) F^Gl + pI : F,G? + pf :FG* + p^ :F,Gl + pf 

:F,Gl-{-pl 

"~ L^E ' L^E ' LE ■ ig-S! 

' L^E ' 

^^'* n T n DE* t> T n DE* n m DE' o r r» 

= L;E-^^i^ •£:;£- ^^'^•te-^^^-l;e-^^'>^ 

.DE* oj n 



- 



2) f^gi-^pi>f,g^,^p\>fg^+p^<f,g; 



J 
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Da nun nach Construction 



2=T^, ist 2> 



also links mit LZ) — L,\D) rechts mit Z/,jB — LE multl- 
plicirt : 

2LI>-2L,I»-j^-j-^ oder 

X»Ä» OTT» DE* rt r _ 

mithin nach Zeile (3) auch 

Auf gleiche Weise folgt darauS; dass 

BE'^ 



Ij.K * Ija-E 



ist, 



2L,D-2L,D> Y^-j;^ oder 



also auch Fa^^i + pi <PiG\ + P?- 
Auf der andern Seite dagegen ist 

DE^ 



LE'L^E^ 



also auch 



2L^D — 2LD<::-jr— — - oder 



L^E LE 



2Li> < Y—r^ — 2L^D, mithm 



LE " L^E 



■ FG^-\-p^<F,G\ + pl. 
Auf gleiche Weise wird auch gezeigt, dass 



F,Gl^p\<4.F,Gl + p 



ist; wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

§. 49. Lehrsatz 49. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
perbel grösser ist als ihr latus rectum, so ist die Differenz 
der Quadrate der Seiten des zugehörigen Rechtecks für die 
Achse kleiner als für irgend einen andern Durchmesser und 
fiir der Achse näher liegende Durchmesser grösser als für 
entfernter liegende. Die erwähnte Differenz ist in diesem 
Falle stets grösser als der Unterschied zwischen dem Qua- 
drat der Achse und dem zu ihr gehörigen Bechteck, aber 
kleiner als das Doppelte dieser Grösse. 
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Fig. 385. Man wiederhole die Figur des §. 21. unter der Annahme 

AB > Tj 80 ist zu zeigen; dass 

1) AB^ — r2 < FG2 — p2 < y^ G? — p\ und 

2) AB^—AB'r<::FG^—p^ <::2'(AB^—AB'r) ist. 

Es ist mit Hülfe von §. 20. auf ganz ähnliche Art als 
in den yorigen Sätzen leicht zu beweisen, dass 

/ L^E ~ AE • Te • L^E 

2 Xg — DE ^2LE^DE 2L^E— DE 

~ AE • Te ' T^ 

AE LE L^E' 

Da oher AE <LE <::L^E, ist 

I>E DE DE , 
ÄE^LE-^ L;e'^^^^ 

^~äe^^^le<^~T;e 

und folglich auch 

^S2_^2 <c^FG^~p^ <iF^G\—p'\. 
Es ist ferner 
FG^ - pi ^{FG -{■ p) . {FG - p) = ^^ . {FG^ - FG • p). 

Nach §. 20. ist nun 

FG2 —FGp = AB"^ — ABr 
und nach §. 21. ist, weil AB > r, auch FG > p, mithin 

1<^^<2, also 

AB^—AB*r<FG^ -- p^ <:2 - (AB^ — AB - r), 
wie zu beweisen war, wobei allerdings bemerkt werden kajin, 
dass AB^ — AB • r im Allgemeinen nicht die untere Gränze 
ist, welche der Werth FG^ — p^ erreichen kann, sondern 
AB^—r^. 

§. 50. Lehrsatz 50. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
perbel kleiner als das zugehörige latus rectum ist, so ist der 
Unterschied der Quadrate der Seiten des zugehörigen Recht- 
ecks für die Achse grösser als für irgend einen andern Durch- 
messer und ftir der Achse entfernter liegende Durchmesser 
kleiner als für nähere, überhaupt aber für jeden Durchmesser 
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grösser als das Doppelte des Unterschiedes zwischen dem 
Quadrat der Achse und dem zugehörigen Rechteck. 

Wiederholen wir die Figur des §. 39. unter der An- Fig. 390. 
nähme AB < r, also auch AE < AD, so haben wir wie vor- 
her aus §. 20.: 

L^D^—L^E^ _ {AD-{'AE)'DE ^ {LD+LE)'I)E {L^D'\-L^E)'DE 
• L^ ~ AE ' LE • I^E 

__ 2AE'\'DE ^ 2LE^DE L^E -\- DE 

~ AE^" • TE • L^E 

— 9 4-^^^2 4- ^^^5 4- ^^ 
Da aber AE<LE<:L^E, ist 

DE ' DE ^ DE 



AE^ LE-^ L^E ^ 

also auch nach Obigem: 

y.2 _ ^52 > p2 _ 2rG2 > p2 _ i?»^ G2^ 

Femer ist 

und da nach §. 29. 

p.FG-- FG'^ =r'AB — AB^ 
und nach §. 22., wenn r > AB, auch p > FG, also 

P±|^ > 2 ist, so folgt 
p2 _ FQ2 > 2 . (AB . r — ^£2), q, e. d. 

§. 51. Lehrsatz 51. Bei der Ellipse ist der Unter- 
schied der Quadrate der Seiten des zu einem Durchmesser 
gehörigen Rechtecks für die grosse Achse grösser als für 
irgend einen andern Durchmesser, der grösser als sein latus 
rectum ist, und für entfernter von ihr liegende Durchmesser 
dieser Art kleiner als für nähere; unter den Durchmessern 
aber, die kleiner als ihr zugehöriges latus rectum sind, ist 
dieser Unterschied für die kleine Achse am grössten und für 
Durchmesser, die von ihr entfernter liegen, kleiner als für 
nähere. 

Sei eine Ellipse mit den Achsen AB, RS gegeben und Fig. 395. 
HI derjenige der beiden gleichen conjugirten Durchmesser, 
der den Quadranten AR trifft, FG, F^Gy zwei beliebige 
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Durchmesser zwischen AB und HI, und zwar FG näher an 
AB als i^iG,5 i^2®2? -^3^3 ^^^^ andere Durchmesser zwischen 
HI und ÄS, von denen F^ G^ der RS näher liegende ist, so 
ist zu zeigen: 

1) AB'^—r'^>FG^—p^>F^G\ — p\ und 

2) rf -ÄS2 > p2 _ir^Gi > /:§ - FgGi. 

Man ziehe BÄ, dann folgt durch eine leichte Umkeh- 
rung von §. 7., dass BR parallel HI ist, dann ziehe man 
parallel mit den Durchmessern JPG, F^G^, F2G^^ ^3^3 di® 
Parallelen BK, BK^ , BK2 , BK^ an die Ellipse' und von 
den erhaltenen Punkten die Ordinaten ÄL, ÄjL, , K^L^y 

Durch wiederholte Anwendung von §. 20. ist es nun 
leicht, auf dieselbe Art als oben zu erhalten, dass 

JL^jii Ah, Lthi Li^iL 

~ AE • Te • T^ 

-o_^. 2 — ^*2 — -^ ist " 



Da nun 

AE> LE> L,E, ist ^ <^ < ~ und also 

* ' AE LE L^E 

o DE ^ DE rt DE .., . , 

2-->2-^>2-^, mithmauch 

AB'^ — r2 > FG^ —p^>F^G'\ — p\. 
Ferner haben wir, da 

AEx AD = AB :r — r ^ xRS ist, 
RS2 . y.2 _ IIS2 ^ AD^ : AE^ — AD^ und da 
AB^ : RS^ = AE : ^D, erhalten wir 

AB^ : r\ — RS^ = ^D • AEiAE^ — ^D^, 
nach §. 20. ist aber 

AB^:pl — F2Gl = AE'L2E:L2D^—L^E^ und 

AB^:pl—F^Gl=AE'L^E:L^D^—L^E^,m ithm 

. L,D^-L,E^ _j.j, {BD-.BE\ (L,D^L,E) (L.d'^L^E) 

L^E — ^^' ßE •^^' L^E • ^* Xg^ 
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L^E 



L^E 



— BE ^''L^E~^'L^E ^' 



Da nun BE<:L^E<iL^E, ist 



DE 



DE 



DE 



BE 



T\ 



-r, — 2, also auch 

E 

RS^ > pl — F^G?, >pl— F,Gl q. e. d. 



L^E 



ApoUonias, KegelBchnitte. 
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Achtes Buch des ApoUonius von Perga über 

Kegelschnitte. 

Wiederhergestellt von Eduard Halle y. 



Halley grüssl den Aldrichius. 

Da Ich über die Herausgabe des ApoUonius mit Dir 
verhandelte, waren wir darüber sehr beunruhigt, dass auch 
in den arajilsc'hen Handschriften das achte Buch fehlte. Da 
jedoch erkanntest mit Deinem gewohnten Scharfblicke so- 
gleich, dass dieser Verlust vielleicht In gewisser Beziehung 
ersetzt werden könnte, da nämlich In den Sammlungen des 
Pappus Lemmata füi; das siebente und achte Buch ge- 
meinschaftlich angeführt, während sie jedem der andern 
Bücher besonders vorausgeschickt sind. Dies schien Dir an- 
zudeuten, dass beide Bücher verwandteü Inhalt haben müss- 
ten und «die Aufgaben, welche das achte Buch nach Aus- 
sage des ApoUonius selbst enthalten hat, durch die bestim- 
menden Lehrsätze des siebenten Buches ihre Detei*minatIonen 
erhielten. Da Ich dies nun gründlich überlegte, schien es 
mir sowohl für die Vermuthung nahe zu liegen als auch 
durch gewisse Anzeichen bestätigt zu werden und Ich be- 
schloss deshalb, dem von Dir gegebenen Winke folgend, 
diese Lücke, soweit ich vermag, auszufüllen. Ich bitte Dich 
nun, mein Unternehmen mit Wohlwollen aufzunehmen. Lebe 
wohl! 
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§. 1. Aafgabe 1. Wenn in einer Parabel das latag 
rectum irgend eines Durchmessers gegeben ist; das latus 
rectum eines beliebigen andern Durchmessers zu finden. 

Da nach VII. 5. das latus rectum irgend eines Durch- 
messers gleich dem der Hauptachse; vermehrt um das vier- 
fache Stück der letzteren zwischen ihrem Scheitel und dem 
Fusspunkt des vom Scheitel des andern Durchmessers darauf 
gefällten Lothes, ist, so ergiebt sich leicht folgende Auf- 
lösung. 

Ist erstens das latus rectum der Achse .^IB gegeben und Fig. 396. 
das eines andern Durchmessers CD gesucht, so verlängere 
man die Achse über A um den vierten Theil ihres latus 
rectum bis G und falle von C die Ordinate CH^ dann ist 
GH der vierte Theil des zu CD gehörigen latus rectum. 

Ist zweitens das latus rectum eines beliebigen Durch- 
messers CD gegeben und das eines andern Durchmessers 
EF gesucht, so verlängere man DC um den vierten Theil 
seines latus rectum über C bis / und falle von E das Loth 
EK auf CDf dann ist KI der vierte Theil des gesuchten latus 
rectum von EF. 

§. 2. Aufgabe 2. Umgekehrt, wenn in einer Parabel 
ein Durchmesser und sein zugehöriges latus rectum gegeben 
sind, den Durchmesser zu finden, dessen latus rectum gleich 
einer gegebenen Geraden ist. 

Sei ein Durchmesser CD einer Parabel und sein zuge- Pig. 396. 
höriges latus rectum p so wie eine andere Länge p, gege- 
ben und verlangt, den Durchmesser zu finden, dessen latus 
rectum gleich pj ist. 

Man verlängere DC über C hinaus um | bis /, schneide 

von / aus auf ID ein Stück IK = ^ ab und errichte in K 

ein Loth auf CD^ das die Parabel in einem Punkt E trifft, 
so ist die von E mit CD gezogene Parallele der verlangte 
Durchmesser. Der Beweis erhellt aus VII. 5. und aus 
VIL 32. folgt, dass die gegebene Gerade p, nicht kleiner 
gein darf als das latus rectum der Achse, wenn eine Auf- 
lösung möglich sein soll. 

§. 3. Aafgabe 3. Wenn in einer Hyperbel ein Durch- 

19* 
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messer und sein zugehöriges latus rectum gegeben sind^ das 
za irgend einem andern Durchmesser gehörige latus rectum 
zu finden» 

Fig. 397. Sei ein Durchmesser DE einer Hyperbel und sein zu- 
gehöriges latus rectum p so wie ein beliebiger anderer Durch- 
messer FG gegeben; man soll das zu FG gehörige latus 
rectum p, finden. 

Man schneide auf ED von E aus ^p ab zum Funkt M, 
beschreibe durch die Punkte M, E, G einen jBTreis, der FG 
in iNT schneidet, so ist GN=^p^. 

Beweis. Nach VII. 29. ist 

DE^—DE'p = FG^—FG'Pi oder 

— . ,i LI ^ss — • ^i ^-^ ; da nun 

2 2 '2 2 V 

2 ' 2 ' 2 

und wegen des Kreises 

CECM^CG'CN 

ist, so folgt, dass 

CN= ^^~P' , mithin GN— ^- ist. q. e. d. 

§. 4. Aufgabe 4* Wenn in eiher Ellipse ein Durch- 
messer und sein zugehöriges latus rectum gegeben sind, das 
zu irgend einem andern Durchmesser gehörige latus rectum 
zu finden. 
Fig. 398. Sei ein Durchmesser DE einer Ellipse und sein zuge- 
höriges latus rectum p so wie ein anderer Durchmesser FG 
gegeben; man soll das zu FG gehörige latus rectum p, 
finden. 

Man schneide auf der verlängerten DE von E aus 

-|- bis zum Punkt M ab und beschreibe durch die drei 
Punkte £, Af, G einen Kreis, der die verlängerte JPG in iV 
trifft, so ist GiV=^. 

Bew. Nach VII. 30. ist , 

DjB» + DJE. p = FG^ + ^G • Pi, also auch 

DE {DE+p) FG (FG + p.) 

■ ' ■ • ■■■■■■ ■ SSS — — — • , IX/ 

2 2 2 2' 
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Nun ist aber 

und wegen des Kreises 

CE- CM=CG- CN, mithin ist 

CN= ^^^^ , also GN=z V"- ?• e. d. 

§. 5. Aiifgiabe 5. Aus den gegebenen Seiten des znr 
Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks und der Grösse 
irgend eines andern Purchmessers dessen Lage im Kegel- 
schnitt so wie Grösse und Lage des ihm conjugirten Durch- 
messers und des ihm zugehörigen latus rectum zu finden. 

Anm. des Halley. Es handelt sich hier wie im Folgenden darum, 
die auf die Durchmesser, latera recta, Summen und Unterschiede dieser Linien 
und ihrer Quadrate bezüglichen Aufgaben aufzulösen, ohne dass die zugehöri- 
gen Kegelschnitte selbst gezeichnet vorliegen, denn zum Zweck solcher Auf- 
lösungen scheint ApoUonius das siebente Buch ersonnen zu haben. 

Sei die Achse AB einer Hyperbel, r ihr zugehöriges Fig. 383a 
latus rectum und eine beliebige Länge d gegeben; man soll 
die Lage FG des Durchmessers dieser Hyperbel finden, der 
die Länge d hat, so wie Lage und Grösse des ihm conju- 
girten Durchmessers HI und die Grösse des zu FG gehörigen 
latus rectum p,. . 

Man theile AB nach dem Verhältniss AB : r durch zwei 
innere Punkte D, E wie in VIL 6. und bestimme einen 
Punkt L in der verlängerten ED durch die Proportion 

1) AB^:d^=AE:LE, 

deren drei ersten Glieder bekannt sind; errichte dann in L 
ein Loth, dessen Länge LK durch die Proportion 

2) AB:r = AL'BL:LK^ 

bestimmt wird, ziehe BK, AK^ so geben die mit diesen Li- 
nien durch C gezogenen Parallelen die Lagen der gesuchten 
conjugirten Durchmesser FG-, HI an; die Grösse des letzte- 
ren bestimmt sich leicht durch die Zeile 

FG^ —HI^=±i (AB^ —AB-r) 
und die des latus rectum p^ durch 

FG:AB = ±:{AB-^r):±: {FG — p,), 
wobei die untern Zeichen zu nehmen sind, wenn r > AB ist. 
Bew. Nach VH. 6. ist 

FG^iHD =:LE:LD, also 
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FG^ — HI^ :FG^ = DE:LE 
und da nach VII. 29, 

FG^ — HI^ = AB^ — AB ^r 
ist, haben wir 

AB'(AB—r):FG^ = DE\LE, da aber 

ABiAB —r = AE:DE, also 

AB^ :AB*{AB — r) = AEiDE, erhalten wir 

AB^:FG^=AE:LE, 

welches mit (1) verglichen zeigt, dass FG ==: d ist, woraus 
dann das Uebrige von selbst folgt. 

Anm. Es leuchtet ein, dass die Länge d nicht kleiner sein darf als AB. 

§. 6. Aufgabe 6. Aus den gegebenen Seiten des zui* 
Achse einer Ellipse gehörigen Eechtecks und der G-rösse 
irgend eines Durchmessers dessen Lage so wie Lage und 
Grösse des zugehörigen conjugirten Durchmessers und die 
Grösse des latus rectum zu finden. 
Fig. 384 a Sei dic Achse AB einer Ellipse, ihr latus rectum r und 

eine Länge d gegeben; man soll die Lage des Durchmessers 
FGy der die Länge d hat, so wie Lage und Grösse des mit 
ihm conjugirten Durchmessers HI und die Länge p des zu- 
gehörigen latus rectum finden. 

Man verlängere AB um die homologen Geraden BE, AD 
wie in VII. 7. und bestimme auf AB einen Punkt L durch 
die Proportion 

1) AB^:d^=AE:LE, 

errichte in L ein Loth, dessen. Länge LK durch die Pro- 
portion 

2) LK^:LA'LB = r:AB 

bestimmt ist, ziehe BK, AK und parallel damit durch den 
Mittelpunkt die Linien FG, HI^ so sind dies der Lage nach 
die verlangten Durchmesser;, die Grösse von HI ist dann 
durch die Zeile 

AB^ +AB'r=d^ -\- HP 

und die Grösse p des zu FG gehörigen latus rectum durch 
die Proportion 

FG:AB = AB^r:FG-\-p 

(VII. 30,) bestimmt, 



und b. 
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Beweis. Nach Vü. 7. ist 

FG^:HP= LE: LD, also 
FG^ + fi/a :FG^ = DE:LE 
oder nach VII. 12. und 30. 

AB^CAB + ry.FG^=DE:LE 
und wenn man das Verhältniss AB -f- r:DE durch das gleiche 
Verhältniss ABiAE ersetzt^ 

AB^:FG^=:AE:LE, 
welches nofit (1) verglichen zeigt, dass FG^ = d^ ist, woraus 
dann das Uebrige von seihst folgt. 

Anm. Es erhellt aas VII. 24., dciss die Länge d nicht grösser als die 
grosse Achse und nicht kleiner als die kleine Achse sein darf. 

§. 7. Aufgabe 7. Wenn die Seiten des zur Achse 
einer Hyperbel gehörigen Rechtecks und das Verhältniss 
irgend zweier conjugirter Durchmesser gegeben sind, diese 
Durchmesser ihrer Grösse und Lage nach aufzufinden. 

Sei die Achse AB einer Hyperbel, ihr latus rectum rrig. sssa 
und zwei Längen p und q gegeben; man soll die conjugirten 
Durchmesser FG, HI der Lage und Grösse nach auffinden, 
welche in dem Verhältniss p:q stehen. 

Sei zuerst ^fi grösser als r; dann schneide man die ho- 
mologen Geraden ADj BE auf der Achse ab wie in VIL 6., 
bestimme eine Grösse 8 durch die Proportion p:q =:= q:s und 
auf der verlängerten BA einen Punkt L durch die Pro- 
portion 

p — s:8= ED : DL, 
errichte in L ein Loth LK, dessen Länge durch die Pro- 
portion 

AB:r = LA'LB:LK^ 
bestimmt wird, ziehe BK, AK und Parallelen damit durch 
C, so geben diese die Lage der gesuchten conjugirten Durch- 
messer. 

Man schneide nun auf der ersten dieser Parallelen von 
C aus nach beiden Seiten die halb^ mittlere Proportionale 
zwischen LE und AB -{- r zu den Punkten F und G ab, so 
ist FG der Grösse nach der erste der beiden gesuchten con- 
jugirten Durchmesser; den zweiten HI bestimme man dann 
durch die Proportion p:q = FG : HI, so ist die Aufgabe 
gelöst. 
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Beweis. Dass die Parallelen JPG, HI conjugirte Eich- 
tungen sind, folgt daraus, dass die Parallele FG mit BKj 
da sie von der Mitte von B' ausgeht, auch die Mitte der 
Sehne AK treffen muss. 

Wären nun nicht FGy HI der Grösse nach die verlang- 
ten Durchmesser, so seien es ^Xy ^^9 dann müsste 

<()X2 : 7]t2 =zLE:LD oder 

<f>X^ : <()X^ — rjL^ — LE : ED 
sein und da ^x^ — ¥^ ^^^h VII. 13, gleich AB'^ — AB • r 
ist, so müsste 

i^X^:AB'{AB — r) = LEiED,^ da aber 

AB',r = AEi AD, ist 
AB-\-r:AB — r = AB:ED, also 
(AB + r)'ED = AB*(AB — r), 
welches oben eingesetzt ergiebt: 

<i>X^ : (AB '\'r)'ED — LE : ED od^ 
^X^ = {AB-\'r)'LE, 
nach Construction ist aber 

FG^^{AB + t)^LE, 
mithin ist FG = <\>X' Es ist aber nach VII. 6. 

<J)X^ .* rji^ == LE : LD =p :s=p^ :q^, also 

und, da nach Construction 

FG:HI=p:q 

ist, muss auch HI = rii sein, wie zu beweisen war. 

Wenn AB kleiner als r ist, so ist Construction imd Be- 
weis derselbe, nur liegen die Punkte D und E auf andern 
Seiten des Mittelpunkts und in den Zeichen finden kleine 
Aenderungen Statt. 

Aus VII. 21. folgt, dass, wenn AB>ry auch 

AB:r>p^ :q^ 
und, wenn AB < r, aus VII. 22., dass 

AB:r<:p^:q^^ 

sein muss, damit eine Auflösung möglich ist; wenn aber 
AB = r ist, muss nach VII. 23. auch p = q sein. 

Sollen die conjugirten Durchmesser nur der Grösse und 
nicht auch der Lage nach gefunden werden, so kann man 
folgende einfachere Construction anwenden. 
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Sei auf einer Geraden von demselben Punkt M aus Fig. 899. 
MN=p und MR = g' abgeschnitten, mit MN um N ein 
Kreis beschrieben, den ein in R errichtetes Loth in S trifft, 
und auf diesem Loth ein Stück RT abgeschnitten, dessen 
Länge durch die Bedingung 

RT^=AB^~AB^r 
bestimmt wjrd, ferner durch T eine Parallele mit RM ge- 
zogen, welche MS in U trifft, und von U das Loth UV auf 
MN gefällt, so sind MU, MV die verlangten Durchmesser; 
denn es ist 

1) MU:MV=MS:MR = MN:MR=p:q und 

2) MU^ — MV^ = UV^ = TR^ = AB^ —AB-r, 
durch welche Bedingungen die Grösse der beiden Durch- 
messer vollkommen bestimmt ist. Dieselbe Construction ist 
auch zulässig, wenn AB> r ist, nur muss man dann p und 
q verwechselt in Anwendung bringen. 

§. 8. Aufgabe 8. Wenn die Seiten des zur Achse 
einer Ellipse gehörigen Rechtecks und das Verhältnisa irgend , 
zweier conjugirten Durchmesser gegeben ist, diese Durch- 
messer selbst der Grösse und Lage nach aufzufinden. 

Seien die Achse AB einer Ellipse, ihr latus rectum rrig. a84a 
und zwei Längen p und q gegeben, man soll der Lage und 
Grösse nach zwei conjugirte Durctmesser der Ellipse linden, 
die sich wie p : q verhalten. 

Man verlängere die Achse AB an beiden Enden um die 
homologen Geraden, bestimme eine Länge 8 durch die Pro- 
portion p:q = qis, sodann einen Punkt L 'm AB durch die 
Proportion 

p + s:p = DE:LE, 
errichte in L ein Loth LK, dessen Länge durch die Proportion 

AB:r = LALB: LK^ 
bestimmt wird, ziehe BK, AK und Parallelen damit durch 
C, so' sind dies der Lage nach die verlangten Durchmesser; 
und schneidet man auf der ersten derselben von C nach 
beiden Seiten die halbe mittlere Proportionale zwischen LE 
und AB — r zu den Punkten F und G ab, so ist FG der 
Grösse nach der erste derselben; den zweiten HI bestimmt 
man dann durch die Proportion ji? : g' = FG : HT, worauf die 
Aufgabe gelöst ist. 
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Beweis. FG und HI sind conjugirte Richtungen, weil 
FG die Mitte der mit HI parallelen Sehne AK trifft. Waren 
aber die Längen der auf diesen Sichtungen befindlichen 
Durchmesser nicht FG und HI, sondern etwa ^Xy ^^7 so 
müsste nach VII. 7. 

(f>x2 : 77^2 = LE : LZ), also 

oder unter Anwendung von VII. 12. 

4>X^ : AB^ + AB'r = LE:ED sein; da aber 
AB : r = AE : -4D, ist auch 
AB + r : AB — r = ED : AB oie^ 
AB '(AB + r) = ED '{AB — r) und folgUch 
(t)X=^ : ED' {AB — r) = LE:ED oder 
(()X^ = (^5 — f).LjB; 
nach Construction war aber 

FG^=(AB — r)'LE, 
also ist FG = <l>x'^ ^^^^ dann aber auch HI=^Yiiy folgt eben 
so wie im vorigen Satz. 

Anm. Aus VII. 24. erhellt, dass das gegebene Verhältnisse:«? nicht 
grösser als AB : BS und nicht kleiner als RS : AB sein darf. 

Fig. 400. Wenn nur die Grösse, nicht die Lage der Durchmesser 

verlangt ist, so kann folgende Lösung angewendet werden: 
Man zeichne einen rechten Winkel und mache den einen 
Schenkel MN=Pf den andern NO=^q^ schneide auf der 
nöthigenfalls verlängerten MO ein Stück MP ab, so dass 

ilfP2 = AB^ ^ABr 
ist, beschreibe über MP einen Halbkreis, der MN oder seine 
Verlängerung in Q schneidet, so sind MQy PQ die verlangten 
Durchmesser. 

Der Beweis ist ähnlich als beim vorigen Satz. 

§. 9. Aufgabe 9. Aus den gegebenen Seiten des zur 
Achse gehörigen Rechtecks und einer gegebenen Länge die- 
jenigen conjugirten Durchmesser zu finden, deren Summe 
gleich der gegebenen Länge ist. 
Fig. 383 a Soicu die Achse AB einer Hyperbel, ihr latus rectum r 
und eine Länge p gegeben ; man soll zwei conjugirte Durch- 
messer FG, HI finden, so dass FG-}-HI = p ist. 

Man wiederhole die Figur von VH. 8., so ist nach die- 
sem Satze 
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1) AB^ :{FG + Hr)'- = BD' LE : {LE + ]^LD .Lß)\ 

Da nun 

BD:AB = AB:AB-\- r, ist 

uiB^=BD'iAB + r), 

welches in (1) eingesetzt glebt: 

2) AB-\'.r:p^=LE: (LE+ }/LD - LE)^ oder 

3) AB + r:p=p :LE-\'LD-\^ 2yLD . LE 
und also a^uch 

4) AB'\ r:p = ^:CL^ ]/LB • LE. 

* 

Da die drei ersten Glieder dieser Proportion bekannt 
sind, so ist es anch das letzte, nnd man denke sich also 
dessen Länge q von C aus auf CA und seiner Verlängerung 
abgeschnitten bis zum Punkt P,, so dass also 

CP, =CL + yLnlLE 

und also LP\ = LD • LE oder 

LD : LPj = LP, : LE und componendo 
P^D:P^E=LD:LP, 

und abermals componendo 

PD, +P^E:P^Dz=P^D:LD oder 
2CP, :P,D = PD, :LD 
ist. Da nun in der letzten Proportion die drei ersten Glie- 
der bekannt sind; so ist es auch LD, also der Punkt L und 
hieraus wie früher das Uebrige. * 

Die Construction ist sonach ' folgende : Man bestimme 
zuerst eine Grösse q durch die Proportion 

AB + r:p=l:q, 

sodann eine Grösse s durch die Proportion 

« DE DE 

schneide 9 von Z) aus auf der Verlängerung von ED ab zum 
Punkt L und construire dann weiter wie in §. 7. 

Wenn AB-=r ist, fallen die Punkte D, C, E zusam- 
men; da dann aber auch FG = HI sein muss, reducirt sich 
die Aufgabe auf §, 5.; wenn AB kleiner als r ist, geschieht 
die Anflöisung wie vorher, nur liegen die Punkte D und E 
auf verwechselten Seiten des Mittelpunktes» 
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Eine andere Auflösung ergiebt sich aus VII. 13. und 29. 
Da nämlich FG^ — HI^ und FG + HI bekannt sind, so ist 
es auch FG — HI, mithin auch FG und HI einzebi; wodurch 
sich die Auflösung auf §. 5. reducirt. 

Aus VII. 25. erhellt, dass die gegebene Länge p grösser 
sein muss als die Summe der Achsen der gegebenen Hy- 
perbel. 

§. 10. Aufgabe 10. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Ellipse gehörigen Bechtecks diejenigen con- 
jugirten Durchmesser derselben der Lage und Grösse nach 
zu finden, deren Summe gleich einer gegebenen Länge ist. 
Fig. 384a Scicu AB, v Achsc uud latus rectum einer Ellipse, p 
eine gegebene Länge; man soll die conjugirten Durchmesser 
FGf HI finden, deren Summe gleich p ist. Man wiederhole 
die zweite Figur von VII. 8., so ist nach diesem Satze 

1) AB^ : {FG + Hiy = BD'LE: (LE + \/LD • LEy 

und da 

BD:AB = AB:AB — r, ist 
AB'-=BD'(AB — r), 

welches in (1) eingesetzt ergiebt, dass 

2) AB — r :p^ = LE : LE^ + 2LE\/LD . LE + LD ^ LE 
oder 

AB — r:p = p:DE-{' 2\LD • LE oder 

3) AB—r:pz=:.l:CE+ \fLD • LE. 

Da in dieser letzten Zeile nun die drei ersten Glieder 
bekannt sind, so ist es auch das vierte; man denke sich also 
dessen Länge q von C aus auf CE und dessen Verlängerung 
bis zum Punkt P abgeschnitten, so ist 
EP^=LD'LE= {CE — CL) • {CE + CL) = CE^ — CL^, 
also CL2 = CE2 _ EP^ , wodurch CL und somit der Punkt 
L gegeben ist; wenn dieser aber gefunden ist, construirt 
man das Uebrige wie in §.8. 

Die Construction ist demnach folgende: Man bestimme 
eine Grösse g durch die Proportion 

AB — r:p=^:g, 

ziehe CE von g ab und errichte den Best als Loth CX auf 
der Aoh^e im Punkt C^ beschreibe mit CJS um X einen 
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KreiS; der die Achse In zwei Punkten L, L, trifft, und ver- 
fahre mit einem jeden dieser Punkte wie in §. 8.; so erge- 
ben sich die verlangten Paare conjugirter Durchmesser JPG; 
Hl und F^G^, ^iKyy welche der Aufgabe genügen. 

Eine andere Auflösung ergiebt sich aus VII. 30 ; wonach 
FG^ + HI^ = AB^ + AB'r, 
also bekannt ist, und da ausserdem FG-^HI=p gegeben 
ist| kann man leicht FG und HI einzeln construiren. 

Aus Vn. 26. erhellt, dass p nicht kleiner als die Summe 
der Achsen und nicht grösser als die Summe der conjugirten 
gleichen Durchmesser sein darf. 

§. 11. Aufgabe 11. Wenn die Seiten des zur Achse 
gehörigen Bechtecks bei einer Hyperbel gegeben sind, die- 
jenigen conjugirten Durchmesser zu finden, die eine gegebene 
Differenz haben. 

Seien .^, r Achse eine,r Hyperbel und ihr latus rectum, pig. 383 a 
p eine gegebene Länge; man soll die conjugirten Durchmes- 
ser finden, deren Unterschied gleich p ist. 

Nach vn. 9.^ dessen Figur wir wiederholen, ist 

1) AB 2 : (FG — Hiy = BD>LE: (LE — \LD . LE) ^ 
und da, wie in §. 9. gezeigt ist, 

AB^ = {AB + r)'BD \^iy 

2) AB + r\p^ = LEiLE^ — 2LE\/LD . LE'\'LD'LE 
oder 

AB']'r:p=p:LE + LD — 2yLD'LE, i. i. 

3) AB-\-r:p = ^:CL — yLD'LE. 

Aus den bekannten ersten drei Gliedern dieser Propor- 
tion finden wir nun für das vierte die Länge g, und denkt 
man sich diese von C aus auf CL bis zum Punkt M abge- 
schnitten, so dass also 

CM=CL — \LD^LE, 
so ist offenbar LD'LE = LM^f d. h. 

LD : LM = LM : LE oder dividendo 
DM:ME=LD\LM 
und nochmals dividendo 

ME — MD,d.i.2CM:DM=DM:LD, 
woraus sich LD tmd sonach die Lage des Punktes L er- 
giebt 
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Die Construction Ist hiernach folgende : Man suche zuerst 
die Länge q durch die Proportion 

AB'\-rip = ^:q, 

schneide sie von C aus auf CD zum Punkte M ab und be- 
stimme dann eine Länge 8 durch die Proportion 

2CM:DM=:DM:8, 

so giebt $ von D aus auf der verlängerten CD abgeschnitten 
den Punkt L, worauf das Uebrige wie in §. 7. gefunden 
wird. 

Nach VII. 27. darf die für den Unterschied der con- 
jugirten Durchmesser gegebene Länge p nicht grösser sein 
als der Unterschied der Achsen. 
Flg. 401 Aus dem am Schluss von §. 9. Gesagten ergiebt sich fol- 

* gende einfache Construction der conjugirten Durchmesser einer 
Hyperbel, sei nun ihre Summe s oder ihr Unterschied d gegeben : 
Man zeichne einen rechten Winkel und mache den einen Schen- 
kel OP gleich der mittleren Proportionale zwischen AB und 
AB — r, den p^ndern OR mache man gleich der gegebenen 
Summe oder dem gegebenen Unterschied, ziehe dann PR 
und errichte sowohl in der Mitte T von PR als auch in P 
selbst Lothe auf PR, welche RO beziehlich in ü, S schnei- 
den, so sind UO, UR die gesuchten conjugirten Durch- 
messer. 

Es ergiebt sich hierbei die Bemerkung, dass, wenn in 
verschiedenen Hyperbeln die Unterschiede der Quadrate der 
Achsen gleich sind, zu zwei gleichen Durchmessern dieser 
Hyperbelti auch gleiche conjugirte Durchmesser gehören. 

§. 12. Aufgabe 12. Aus den gegebenen Seiten des 

zur Achse einer Ellipse gehörigen Rechtecks Lage und 

Grösse derjenigen conjugirten Durchmesser zu finden, die 

einen gegebenen Unterschied haben. 

Fig. 384a Seien die gegebenen Stücke wie oben bezeichnet, so 

""^ ^* ist, wenn wir die zweite Figur von VIL 8. wiederholen, 

1) AB^ : {FG — Hiy = BD • LE'.{LE — \LD • LE^ 

und da 

BD : AB =z AB : AB — r, also 

AB'^=BD'(AB — r)y 
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erhalten wir 



2) AB — r:p^=LExLE^—2LE^\LD>LE 

-{-LD'LE oder 

AB — r:p =p iLE^LD — 2]fLD • LE d. i. 

3) AB — r:p = ^: CE—]/LD • LE. 

Ist also q die Länge der vierten Proportionale aus die- 
ser letzten Zeile und denken wir uns dieselbe von C aus 
auf CE abgeschnitten zum Punkt Q, so ist 

QJE2 = LD ' LE= (CD — CL) (CE -{- CL) = CE^ — CL^, 
also CL^ = CE^ — QE^ und also der Punkt L bekannt, woraus 
der Rest der Construetion sich wie in §. 10. ergiebt. 

Nach VII. 27. darf die gegebene Länge p nicht grösser 
als ^der Unterschied der Achsen sein. 

Aus VII. 12. ergiebt sich auch hier folgende Constru- Fig. 403. 
ction für die Auffindung der Grösse zweier conjugirten Durch- 
messer; wenn entweder ihre Summe oder ihr Unterschied ge- 
geben ist; Man beschreibe mit der Sehne der Ellipse, die 
die Endpunkte eines ihrer Quadranten mit einander verbin- 
det, als Halbmesser einen Kreis um einen Mittelpunkt und 
ziehe darin zwei auf einander senkrechte Durchmesser MNy 
PQy beschreibe • mit PM einen Kreisbogen über MNy der 
einen Quadranten gross, so wie mit QM einen andern, der 
drei Quadranten gross ist. 

Ist nun der Unterschied der conjugirten Durchmesser 
gegeben, so lege man ihn als Sehne von N aus in den um 
P beschriebenen Quadranten zum Punkt T und verlängere 
NT^ bis es den um O beschriebenen Kreis in U trifft, so 
sind UTy UN die gesuchten conjugirten Durchmesser; ist da- 
gegen die Summe der conjugirten Durchmesser gegeben, so 
lege man dieselben als Sehne von N aus in den um Q be- 
schriebenen drei Quadranten haltenden Bogen zum Punkt 
T^ ; wenn dann NT^ den um O beschriebenen Kreis in JJ 
schneidet, so sind I/Tj, UN die gesuchten conjugirten Durch- 
messer, wie leicht bewiesen werden kann. 

Es ergiebt sich hieraus noch die Bemerkung, dass, wenn 
in zwei verschiedenen Ellipsen die Summen der Achsenqua- 
drate gleich sind, zwei gleiche Durchmesser derselben auch 
gleiche conjugirte Durchmesser haben. 
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§. 13. Aufgabe 13. - Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks diejenigen 
. conjugirten Durchmesser zu finden, deren Product gleich 
einem gegebenen Quadrat ist. 
FiR. 383 a Sei Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in der Figur 
zu VII. 10. p eine gegebene Länge und conjugirte Durch- 
messer FG, HI gesucht; für welche FG'HI = p^ ist, so ist 
nach dem erwähnten Satz 

AB^:p^:= BD: EP und 
EP^ = LD . LE—LC^ — Ci>2 ; v 

setzen wir hierin 

AB^ = BD'iAB + r) 
(siehe §. 9.), so erhalten wir 

AB-\-r:p=p:EP, 
' woraus sich folgende Construction ergiebt: 

Man bestimme q durch die Proportion 

AB -{-rip^^pxq, 
errichte in C auf der Achse ein Loth CX=^q, ziehe XJ) 
und schneide es auf der Achse von C aus ab zum Punkt L 
und verfahre dann weiter wie in §. 7. 

Nach VII. 28. darf p^ nicht kleiner als das Rechteck 
aus den Achsen sein. 

§. 14. Aufgabe 14. Aus den Seiten des zur Achse 
einer Ellipse gehörigen Rechtecks diejenigen conjugirten 
Durchmesser derselben zu finden, deren Rechteck gleich 
einem gegebenen Quadrat ist. 
Fig. 384a Sei unter Beibehaltung der Bezeichnungen von VII. 10. 
»nd b. ^^ ^j^ Ellipse.^ eine gegebene Länge, deren Quadrat gleich 
FG • HI sein tfoU, so ist wieder 

AB^ :p^—BD:EP oder 
AB^={AB — r)'BD gesetzt (§. 10.), 
AB ~r:p = p\ EP und 
EP"^ =zLD'LE= CE^ — CL^^ 
woraus sich folgende Consfeructiofi ergiebt: 

Man bestimme zuerst q durch die Proportion 

AB — r:p=p:q^ 
errichte in C ein Loth CX auf der Achse gleich g, beschreibe 
mit CE um X einen Kreis, der die Achse in Z, L^ trifft, 
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und verfahre dann mit jedem dieser Punkte weiter wie 

in §. 7. 

Aus VII. 28. erhellt, dass 'p^ grösser als das Rechteck 

der Achsen und kleiner als das Quadrat eines der beiden 
gleichen conjugirten Durchmesser sein rauss, damit eine Auf- 
lösung möglich ist. 

Die Grösse der conjugirten Durchmesser FGy HI kann 
übrigens auch folgendermassen gefunden werden: 

Man ziehe eine Gerade MN gleich der Quadrantensehne 
AR der gegebeneix Ellipse, errichte in N ein Loth NPj so 

dass NP^ =^ ist, beschreibe mit NP um N einen Kreis 

und ziehe von M an diesen eine Tangente il/Q, so ist MP 
die halbe Summe, MQ der halbe Unterschied der gesuchten 
conjugirten Durchmesser, denn es ist 

4 4 Ä 4 ' 4 

FG'HI _ {FG -f- Hiy 



+ 



2 4 



7 



_ FG » m __ {FG — HI )^ 
2 — 4 • 

§. 15. Aufgabe 15. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks diejenigen 
conjugirten Durchmesser zu finden, die eine gegebene Summe 
der Quadrate haben. 

Sei unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnungen p 
eine gegebene Länge, so dass FG^ + HI^ =p^ werden soll. 

Nach VII. 11. ist AB^ :p^=BD:LD + LE und da 

AB^ = BD ' (AB + r) (siehe §. 9.), so ist 
AB + r:p=p:2CL, 

aus welcher Proportion wir leicht die Länge CL, also den 
Punkt L bestimmen können, wodurch die Aufgabe nach dem 
Früheren als aufgelöst anzusehen ist. 

Aus VII. 25. erhellt, dass p^ nicht kleiner sein darf 
als die Summe der Quadrate der Achsen, damit eine Auf- 
lösung möglich ist. 

§. 16. Aufgabe 16. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Ellipse gehörigen Rechtecks diejenigen con- 

Apollonins, Kefj^elsclinittc. 20 
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jugirten Durchmesser derselben der Lage und Grösse nach 
zu finden, die einen gegebenen Unterschied der Quadrate 
haben. 

Wir haben unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnun- 
gen, wenn p^ = FG*^ — HT^ werden soll, nach VII. 14. 

AB'' :p''- = BD:2CL und da 
AB^=BD' (AB — r) 
(siehe §. 10.), 

AB — r:p=p:2CL, 
woraus sich GL, also der Punkt L und das Uebrige wie in 
§. 8. ergiebt. 

Aus VII. 12. und 28. folgt leicht, dass p^ nicht grösser 
als der Unterschied der Quadrate der Achsen sein darf. 

Dass eine andere Auflösung der letzten beiden Auf- 
gaben auf VII. 12. und 13. begründet werden kann, erhellt 
leicht, indem es nämlich nur darauf ankommt, aus der ge- 
gebenen Summe und dem Unterschied zweier Quadrate diese 
einzeln zu finden. 

§. 17. Aufgabe 17. Aus den Seiten des zur Achse 
einer Hyperbel gehörigen Rechtecks diejenigen conjugirten 
Durchmesser zu finden, die einen gegebenen Winkel ein- 
schliessen. 

Es ist zunächst zu bemerken, dass die hier vorliegende 
Aufgäbe so wie die nächstfolgende schon am Ende des zwei- 
ten Buchs, jedoch unter der Voraussetzung aufgelöst sind, 
dass die Kegelschnitte selbst in allen ihren Punkten gezeich- 
net vorliegen, der 31. Satz des 7. Buches scheint aber in 
der Absicht ersonnen zu sein, diese Aufgaben ohne diese 
Voraussetzung aufzulösen. 
Fig. 405. Sei übrigens unter Beibehaltung der in VII. 6. gebrauch- 

ten Bezeichnungen von F ein Loth FX auf HI gefallt, so 
ist das durch die conjugirten Durchmesser FG, HI bestimmte 
Parallelogramm gleich HI '2FX und also nach VII. 31. 

HI'2FX=AB'RSy sAbo 
AB'RS:FG'HI = FX:FC, 
welches letztere Verhältniss aus dem gegebenen Winkel FCH 
bekannt ist; es ist daher auch FG • HI bekannt und sonach 
die Aufgabe auf §. 13. zurückgeführt. 

Man kann also die gesuchten Durchmesser folgender- 
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massen construiren : Man trage den gegebenen Winkel a an 
die Achse CA im Punkt C an und schneide auf dem erhal- 
tenen Schenkel ein Stück CY ab, dessen Grösse durch die 
Proportion 

AB + r:AB = RS:CY 
bestimmt ist, errichte in Y ein Loth auf CY, das das in C 
auf AB errichtete Loth in O trifft; schneidet man nun die 
Länge OD von C aus auf der verlängerten CD ab zum Punkt 
L, so kann von diesem Punkt aus weiter wie in §. 7. con- 
struirt werden. 

Beweis. Da 

AB ' RS : FG ' HI = FX: FC= CY : CO und 
AB'RS=CY^ {AB + r), ist 
{AB + r)'CO = FG' HI, 
welches mit der in §. 13. erwiesenen Zeile 

{AB + r)'EP=FG'HT 
verglichen, zeigt, dass CO = EP, also 

CO^ =EP^=LD'LE= CL^ — CD^ 
oder CL^ = CO^ + CD^ ist, mithin der Punkt L richtig 
construirt ist. 

§. 18. Aufgabe 18. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Ellipse gehörigen Kechtecks diejenigen con- 
jugirten Durchmesser zu finden, die einen gegebenen Winkel 
einschliessen. 

Sei unter Beibehaltung der in VII. 7. gebrauchten Be- Fig. lor,. 
Zeichnungen FX ein Loth von F auf HI, so ist HI*2FX 
der Inhalt des durch die conjugirten Durchmesser FG , HI 
bestimmten, der Ellipse umschriebenen Parallelogramms, mit- 
hin nach VII. 31. 

AB'RS = HI2FX, also 
AB'RS:FG'HI=FX:CF 
und da das letzte Verhältniss jdurch den gegebenen Winkel 
FCI bekannt ist, so ist auch FG'HI bestimmt und also die 
Aufgabe auf §. 14. zurückgeführt. 

Es ergiebt sich hiernach folgende Construction : Man 
trage den gegebenen Winkel a an die Achse CA im Punkt 
C an, schneide auf dem erhaltenen Schenkel ein Stück CY 
ab, dessen Länge durch die Proportion 

AB—r:RS = AB:CY 

20* 
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bestimmt ist; errichte in Y ein Loth auf CYj das das in C 
auf AB errichtete Loth in O trifft, beschreibe um mit der 
Länge CE einen Kreisbogen, der die Achse in zwei Punkten 
Ly L, trifft, so kann von jedem dieser Punkte weiter wie 
in §. 8. construirt werden. 

Beweis. Da nach Construction 

CY . {AB — r) = AB' ÄÄ, femer 

CY' (AB — r) :CO'{AB — r) = CY: CO = FX: CF 
und, wie oben gezeigt, auch 

AB'RS:FG'HI= FX: CF ist, so ist 
CO'(AB — r) = FG'HI', 
in §. 14. hatten wir die Zeile 

EP'(AB — r) = FG'Hi, wo 
EF'=LE'LD = CE^ — CL^ 
war, mithin ist 

CO^ = CE^ — CL^ oder CL^ = CE^ — CO^, 
woraus die Richtigkeit obiger Construction erhellt. 

Aus IL 52. erhellt, dass der spitze Winkel a nicht klei- 
ner sein darf, als der spitze Winkel, den die von den End- 
punkten der kleinen Achse nach einem Endpunkt der grossen 
gezogenen Linien mit einander machen. 

Scholium. Da im Folgenden, wie es bei den alten 
Geometern überhaupt Sitte war, eine Aufgabe als aufgelöst 
angesehen wird, wenn sie darauf zurückgeführt ist, ein Rechteck 
zu suchen, für welches der Inhalt und entweder Summe oder 
Unterschied zweier Seiten gegeben sind, so mag es nicht 
unpassend erscheinen, hier die einfachsten Auflösungen der 
verschiedenen Fälle dieser Aufgabe kurz mitzutheilen, ob- 
gleich durch Euclid. VI. 28 und 29. die vollständige Auf- 
lösung der Aufgabe gegeben ist. 
Fig. 407. 1) Gegeben sind zwei Längen AB und DE] man soll 

ein Rechteck zeichnen, das gleich DE'^ ist und dessen län- 
gere Seite die kürzere um AB üljertrifft. 

Man errichte in der Mitte D von AB ein Loth gleich 
DE, ziehe EA und schneide EA von D aus nach beiden 
Seiten auf AB und seinen Verlängerungen ab zu den Punk- 
ten G und H, so sind AG, AH die Seiten dös gesuchten 
Rechtecks, denn es ist AH — AG =s AB und 
AH' AG = (AE + AD). {AE - AD) = AE^ — AD^ = DE\ 
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2) Gegeben zwei Längen DE und AB\ man soll einFig. 408. 
Kechteck finden^ das gleich DE"^ ist und dessen anstossende 
Seiten zur Summe AB geben. Man errichte in der Mitte 

Z> von AB die Linie DE als Loth und beschreibe mit DA 
um E einen Kreis, der AB in zwei Punkten G und H trifft; 
dann sind AG^ GB Seiten des gesuchten Rechtecks ; denn es 
ist AG + GB = AB und 

AG ' GB = (EG — DG)'(EG + DG)=: EG^ --DG^ = DE^. 

Anm. ED muss kleiner als ^AB sein, damit die Auflösung mög- 
lich ist. 

3) Gegeben drei Längen AB, AD, J8JS; man soll einFig. 409. 
Rechteck finden, das gleich AD • BE ist und dessen längere 
Seite die kürzere um AB übertrifft. 

Man errichte in den Endpunkten A und B der Linie 
AB die Längen AD, BE als Lothe nach entgegengesetzten 
Seiten, ziehe DE und beschreibe um dasselbe als Durchmes- 
ser einen Kreis, der die verlängerte AB in den Punkten G 
und H trifft, so sind AG, AH die Seiten des gesuchten 
Rechtecks ; denn es ist AH — AG = AB und, wenn man DA 
verlängert, bis es den Kreis in F trifft, 

AG ' AH = AD AF= AD ' BE. 

4) Gegeben drei Längen AB, AD, BE] man soll ein 
Rechteck suchen, das gleich AD * BE ist und in dem zwei 
anstossende Seiten die Summe AB haben. 

Man errichte in den Endpunkten von AB die Längen Fig. 4io. 
AD, BE als Lothe nach derselben Seite, ziehe DE und be- 
schreibe darum als Diu-chmesser einen Kreis, der AB in den 
Punkten G und H trifft, dann sind AG, BG die Seiten des 
gesuchten Rechtecks : denn es ist AG + ^^ = AB und 

AG'BG=iAGAH=:AF'AD = BE* AD. q. e. d. 

Anm. Das Rechteck AD » BE darf nicht gi'össer als \AB^ sein, damit 
eine Auflösung möglich ist. 

§. 19. Aufgäbe 19. Aus den Seiten des zur Achse 
einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen Durchmesser 
zu finden, dessen latus rectum eine gegebene Länge hat 

Sei unter Beibehaltung der früheren Bezechnungen pi Fig. 383 a 
die ftlr das latus rectum gegebene Länge und zunächst vor- 411 und 412. 
ausgesetzt, dass AB > r ist. 
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Aus VII. 15. haben wir die Proportion 

AB^ :p^=BD'LE: LD^ und, da 

AB^ = {AB + r)'BD (siehe §. 9.), ist 

AB -{- r:p = p i-^^r ; sei also 

AB -\- r: p = p :p, 

so ist p als bekannt anzusehen und wir haben 

p:LD = LD: LE, 
worin, da nach Annahme AB>r, ^also auch LE> LD und 
demnach auch LD > p sein muss ; wir erhalten nun dividendo 

LD—p:DE=LD:LE oder 
LE — DE—p:DE = LD:LE, 
woraus abermals dividendo entsteht: 

2DE+P — LE:DE=DE:LE, 
d. h, LE ist eine Seite eines Rechtecks, für welches der In- 
halt DE^ und die Summe der Seiten 2DE-\-p gegeben ist 
und dessen Seiten also nach dem in Nr. 2. des Scholiums 
gezeigten Verfahren gefunden werden können. 
Die Construction ist demgemäss folgende: 
Man bestimme eine Länge p durch die Proportion 

AB -\- r: p = p:p^ 

schneide ^ von D aus auf DA ab zum Punkte M , errichte 

in M ein Loth MO = DE und beschreibe um O einen Kreis 
mit EMy der die verlängerte BA in einem Punkt L schnei- 
det, und verfahre dann weiter wie in §. 7. 

Sei nun zweitens AB<ir, so findet wie oben die Pro- 
portion 

AB -\- r : p =^ p: ^^j-rr Statt ; und wenn darin 
— — = p oder p : LD = LD : LE 

gesetzt wird, so muss, da LD > LE, auch p > LD sein, und 
wir erhalten daher 

p — LD\DEz=:LD:LE 
und abermals dividendo 

p — LD — DE oder p — 2DE — LE : DE = DE : LE, 

woraus sich LE wieder nach Nr. 2. des Scholiums bestimmt. 

Die Construction ist von der obigen wenig verschieden, 

doch wird der um O beschriebene Kreis die verlängerte BA in 

zwei Punkten L, \ treffen, deren jeder zu einer Auflösung führt. 
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Diorißmus*). Im ersten Fall, wenn die Achse grösser 
als ihr latus rectum ist, erhellt aus VII. 33., dass p grösser 
als r sein muss, damit eine Auflösung möglich ist, und dass, 
je grösser p ist, desto entfernter von der Achse der gesuchte 
Durchmesser FG sich befindet. Wenn die Achse AB kleiner 

als ihr latus rectum r, aber nicht kleiner als — ist, so er- 

hellt aus VII. 34., dass dieselben Bedingungen Statt finden 

als im vorigen Fall. Wenn aber AB < - ist, so ist DE> DA, 

und wenn man also Ex = I>E auf der verlängerten DE ab- 
schneidet, so ist nach VII. 35. der durch den Punkt x auf 
die bekannte Art erhaltene Durchmesser FG derjenige, wel- 
cher das kleinste zugehörige latus rectum hat; dieses latus 
rectum ist aber dann gleich 2FG, und da 

FG ^ = (AB + r)'xE = {AB + r)'DE=(r— AB) • AB 
ist, so folgt leicht, dass p nicht kleiner sein darf als die 
mittlere Proportionale zwischen 2 y4J9 und 2«(r — AB), damit 
eine Auflösung möglich ist. Ist p diesem Minimum gleich, 
80 wird der um O mit EM beschriebene Kreis die Achse in 
einem Punkt berühren, mithin auf jeder Seite der Achse nur 
ein Durchmesser liegen, dessen latus rectum die verlangte 
Grösse hat. Ist p grösser als dieses Minimum, aber kleiner 
als r, 80 giebt es auf jeder Seite der Achse zwei Durch- 
messer von der verlangten Eigenschaft und wenn diese FG, 
<pX heissen, so wird, da nach VII. 29, 

FG2 -- FG . p = (f>x^ — *X • P ist, 
/'G2-~cf,x2=p.(FG — (|,x), 
also FG -\- <\)x== p sein, d. h. die Summe der beiden Durch- 
messer, welche auf derselben Seite der Achse liegen und ein 
gleiches latus rectum haben, ist diesem gemeinschaftlichen 
latus rectum gleich. Wenn endlich p>r ist, so kann auf 
jeder Seite der Achse wieder nur ein Durchmesser gefunden 
werden, der der Aufgabe genügt. 

§. 20. Aafgabe 20. Aus den Seiten des zur Achse 
einer Ellipse gehörigen Rechtecks denjenigen Durchmesser 
ziv finden, dessen latus rectum eine gegebene Länge hat. 



♦) Wir bell alten den Aasdruck Diorismus (^lopli^u)) bei, weil das Wort 
Determination bei Euclid. in anderem Sinne gebraucht wird. 
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Fig. 384a Sei unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen bei 

413. " der Ellipse p die für das latus rectum gegebene Länge, so 
ist nach VII. 15. 

. AB^ :p^ =BD'LE: LD^ oder, da 

(AB — t)BD = AB'' 



(siehe §. 10.), 



Ist also 



AB-r:p=p: — - 



AB — r:p = p:p, so haben wir 
p:LD:=LD:LE oder 
p + LD:DE = LD:LE 
und abermals componendo p + LD -f- DE oder 

P + 2DE- LE.DE = DE:LE, 

d. h. LE ist eine Seite eines Rechtecks, dessen Inhalt gleich 
DE'' und worin die Summe zweier anstossenden Seiten gleich 
p-\-2DE \%iy das also nach Nr. 2. des Scholiums zu 
finden ist. 

Die Construction ist demnach folgende: 
Man bestimme zuerst eine Länge p durch die Pro- 
portion 

AB — r \p:= p:p, 

schneide ~ von D aus auf der verlängerten AD ab zum 

Punkt M, errichte in M ein Loth MO gleich DE, beschreibe 
um O mit EM einen Kreis, der AB in L triift, und verfahre 
dann mit L weiter wie in §. 8. 

Der Diorismus ist leicht; denn aus VII. 24. ergiebt 
sich, dass p nicht kleiner als das zur grossen Achse und 
nicht grösser als das zur kleinen Achse gehörige latus rectum 
sein darf; damit eine Auflösung möglich ist. 

§. 21. Aufgabe 21. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
Durchmesser zu finden, der zu seinem latus rectum ein ge- 
gebenes Verhältniss hat. 
Fig. 383 a Scicu übrigcus unter Beibehaltung der früheren Bezeich- 

nungen p und q zwei Längen, die sich wie der gesuchte 
Durchmesser FG zu seinem latus rectum p verhalten, so ist 
»ach VII, 6, und I, 13, Anmerkung; 
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p\q^= LE : LD, also 
P — q'P=^ DEiLEj 
durch welche Proportion LE gefunden werden kann, worauf 
die Aufgabe als 'aufgelöst anzusehen ist. Das Verhältniss 
p : q darf nicht grösser als das der Achse zu ihrem latus 
rectum sein, wenn die Achse grösser als ihr zugehöriges 
latus rectum ist, und nicht kleiner, wenn das Umgekehrte 
Statt findet, damit eine Auflösung möglich ist (siehe 
Vn. 22., 23.). 

§, 22. Aufgabe 22. Dieselbe Aufgabe als die vorige 
für die Ellipse zu lösen. 

Unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnung haben wir rig. 384a 
auch hier nach VII. 7. 

p:q = LE : LD, also p -\- q\p=: DE : LE, 
woraus LE gegeben und also die Aufgabe aufgelöst ist. 
Das Verhältniss p : q darf nicht grösser als das Verhältniss 
der grossen Achse zu ihrem latus rectum und nicht kleiner 
als das umgekehrte Verhältniss sein (siehe VII. 24.), damit 
eine Auflösung möglich ist. 

§. 23. Aufgabe 23. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
Durchmesser zu finden, der von seinem latus rectum einen 
gegebenen Unterschied hat. 

Sei unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen /? Fig. 383a 
der gegebene Unterschied, so ist nach VII. 16. AB^ oder 

{AB + r)'BD :/;2 z=zBD'LE: DE^ oder 
AB'\-r\LE=p^:DE^, 
durch welche Proportion LE gegeben und somit die Auf- 
gabe aufgelöst ist. 

Aus VII. 29. und dem im Beweis zu VII. 25. Gesagten 
erhellt, dass p kleiner als dz {AB — r) sein muss, damit eine 
Auflösung möglich ist. 

Aus VII. 29. ergiebt sich auch noch eine andere Art, 
FG durch die beiden Gleichungen 

AB'^ —AB'r = FG{FG — p) und FG — p=p 
zu finden. 

§. 24. Aufgabe 24. Dieselbe Aufgabe als die vorige 
für die Ellipse zu lösen, 
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Flg. 384a Ist iintcr Beibehaltuns: der üblichen Bezeiehiiuneren p 

und b und . ^ , o r 

414. der gegebene Unterschied, so ist nach VII. 16. 

AB^ip^- =BB>LE:(LE — LDy' und da 
AB^ = (AB — r) . BD und LE — ID = 2CL 
ist, erhalten wir 

AB — r :p ==p: -yrr- . Ist also 

AB — r:^=j:q, so haben wir 

q : CL =^ CL : LE und dividendo 
CL — q:CE=CL:LE 

oder abermals dividendo 

CE+q — CL : CE = CE: LE oder 
2 CE + q — LEiCE=^ CE: LE, 
woraus LE mittelst Nr. 2. des Scholiums gefunden werden 
kann. 

Die Construction ist demnach folgende: Man bestimme 
zuerst eine Länge q durch die Proportion 

schneide — von C auf CD ab zum Punkt M, errichte in M 

ein Loth MX so lang als CE und beschreibe um X mit dem 
Halbmesser EM einen Kreis, der die Achse in zwei Punkten 
L und X trifft, so kann von jedem dieser Punkte weiter ver- 
fahren werden wie in §. 8. und wir erhalten zwei verschie- 
dene Durchmesser, die der Aufgabe gentigen und deren einer 
sein latus rectum um p übertrifft, deren anderer um p über- 
troffen wird. 

Eine etwas andere Construction ergiebt sich, wenn aus 
obiger Proportion 

q:CL :=^ CL: LE abgeleitet wird 

CL — q:CE = q: CL, 

in welcher CL durch Nr. 3. des Scholiums gefunden werden 
kann. 

Diorismus. Aus VII. 37. erhellt, dass, wenn der ge- 
gebene Unterschied p grösser als der Unterschied zwischen 
der kleinen Achse und ihrem latus rectum ist, überhaupt 
keine Auflösung möglich ist ; wenn er kleiner als dieser Un- 
terschied, aber grösser als der Unterschied zwischen der 
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grossen Achse und deren latus rectum ißt, so wird nur der 
Punkt \ innerhalb der Ellipse liegen und also auf jeder Seite 
der kleinen Achse nur ein Durchmesser gefunden werden^ 
der der Aufgabe genügt ; wenn aber p kleiner als der Un- 
terschied zwischen der grossen Achse und ihrem latus rectum 
ist, so Hegen die Punkte L und >. beide innerhalb der Ellipse 
und es lassen sich dann im Ganzen vier Durchmesser in der 
Ellipse finden, die der Aufgabe genügen. Ist p gleich Null, 
so fallen die Punkte L und X in C zusammen und man er- 
hält dann die gleichen conjugirten Durchmesser. 

Coro IL I. Nach VII. 30. ist für je zwei Durchmesser 
FG, F,G, 

FG^ -\'FG'p = F^G\ + F,G,^p,', 
sind nun FG,F,G, zwei auf beiden Seiten eines dergleichen 
conjugirten Durchmesser befindliche Durchmesser, die gleiche, 
Unterschiede von ihren lateribus rectis haben, so setze man 

p = FG~p ,^p,=F,G, +p, 
dann erhält man aus obiger Zeile 

2.FG2— FG.j9 = 2F,G2 + F,G, -p oder 
2^(FG^ — F,G^) = p ' (FG + F^G,) 
und also 2 • (FG — ^i G^ i ) = i?, d. h. der doppelte Unterschied 
zweier, von einander verschiedener Durchmesser, die gleiche 
Unterschiede von ihren lateribus rectis haben, ist diesem 
Unterschied selbst gleich. ' 

Cor oll. "II. Wenn also zwei Durchmesser einer Ellipse 
gleiche Unterschiede von ihren lateribus rectis haben, so ist 
das Doppelte des einen gleich der Summe der Seiten des 
zum andern gehörigen Rechtecks. 

Co roll. III. Da hiernach 2F,G, = FG -f p, so ist 
2FG*F^G, =^FG^- +FG.p = 2Ä/S 
wenn HI einer der beiden gleichen conjugirten Durchmes- 
ser ist. 

§. 25. Aufgabe 25. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
Durchmesser zu finden, der mit seinem latus rectum eine 
gegebene Summe hat. 

Sei unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnunffen o Fig. 383,4X5 

,. - ^ .^ - _--_ ^„ 1 O ^ und 416. 

die gegebene bumme, so ist nach Vli. 17., da 

AB^^{AB + r)'BD ist; 
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setzt man also 

AB -\-r:^ = —:qy so ist, da 

LE + LD = 2CL ist, 
q: CL=: CL: LE, also 
CL — q:CE=CL: LE und 
CE -\- q — CL : CE ^ CE: LE oder 
2CE+q — LE:CE=CE: LE, 
woraus LE nach Nr. 2. des Scholiums zu finden ist. 

Die Construction ist demnach folgende: Man bestimme 
eine Länge q durch die Proportion 

schneide ^ von C aus auf CA ab zum Punkt M, errichte in 

M ein Loth MX gleich CE, beschreibe um X mit ME einen 
Kreis, der die verlängerte CA in L trifft, und verfahre dann 
weiter wie in §. 7. 

Bildet man aus obiger Proportion 

q: CL = CL: LE die neue 
CL — q:CE=q:CL, 
so kann man daraus mit Hülfe von Nr. 3. des Scholiums 
CL finden und erhält so noch eine etwas andere Con- 
struction. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass hier stillschweigend 
angenommen war AB >► r; ist das Entgegengesetzte der Fall, 
so müssen in der Auflösung kleine Aenderungen vorgenom- 
men werden, die so sehr auf der Hand liegen, dass sie nicht 
besonders beschrieben sind. 

Dioriömus. Aus VII. 38 und 39. erhellt, dass, wenn 
AB nicht kleiner als ^r ist, die gegebene Grösse p nicht 
kleiner als AB + ^ sein darf, damit eine Auflösung möglich 
ist, und dass dann auf jeder Seite der Achse nur ein Durch- 
messer gefunden werden kann, der der Aufgabe genügt. 

Ist aber AB<zirj so ist CE grösser als ^CA, und 
wenn auf der verlängerten CE ein Stück EL = CE abgeschnit- 
ten wird, liegt L innerhalb der Hyperbel ; aus der Proportion 

q:CL=CL:Lß 
ergäbo sich dapn^ dass für diesen Fall q = i CE sein müsste, 
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mithin würde der in obiger Construction erhaltene Punkt M 
mit L zusammenfallen und der um den Endpunkt des in M 
errichteten Lothes MX mit LE beschriebene Kreis würde in 
diesem Fall, da MX= CE = LE ist, die Achse in L berüh- 
ren; nach III. 40. ist aber die Summe der Seiten des zu 
einem Durchmesser gehörigen Kechtecks fiir den durch die- 
sen Punkt L bestimmten Durchmesser FG ein Minimum und 
FG=^p. Ist also jo<:4FG, so ist dann überhaupt keine 
Auflösung möglich. Um nun die Grösse dieses Minimums 
zu bestimmen, diene Folgendes. 

Nach Vn. 15. ist 

AB'^ :p^ =BD'LE: LD'^ und da 

AB^ = {AB + r)'BD, p^ = 9FG2 , LD^ = QLiSS 
so entsteht ' 

AB + r:FG^^LE:LE^, 
da aber ferner LE=^DE und 

(AB + r)'DE^AB'(r--' AB) 
(siehe §. 7.) ist, so erhält man 

da nun p<:4:FG sein muss, damit eine Auflösung möglich 
ist, so muss 

p'^ <:8'(AB'r — AB^) 
sein; da aber ferner 

8'{AB'r — AB^) = (AB + r)^ — (r — SAB)^, 

so erhellt, dass das Quadrat der kleinsten Summe der Seiten 
eines zu einem Durchmesser einer Hyperbel gehörigen Recht- 
ecks gleich dem Unterschied zwischen dem Quadrat der 
Summe der Seiten des zur Achse gehörigen Rechtecks und 
dem Quadrat des Ueberschusses des zur Achse gehörigen 
latus rectum über die dreifache Achse ist. Sei E^ der Kürze 
halber dieser Unterschied, dann werden, wenn p grösser als 
JS, aber kleiner als AB + r ist, im Ganzen vier Durchmesser 
in der Hyperbel der vorgelegten Aufgabe genügen; ist 
j9 = -4S-f-r, so sind ausser der Achse noch zwei Durch- 
messer vorhanden, die der Aufgabe genügen, und wenn 
pZ:^ AB -{- r ist, genügen gleichfalls nur zwei Durchmesser, 
welche gleiche Winkel mit der Achse bilden. Eine obere 
1 Gränze für p ist aber nicht vorhanden. 
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Cor oll. I. Seien F,G,, -^2^2 zwei verschiedene Durch- 
messer einer Hyperbel, die mit ihren lateribus rectis eine 
gleiche Summe 'p geben, so dass also 

ist. Setzen wir dies in 

ein, so erhalten wir leicht die Zeile 

d. h. die Summe zweier solcher Durchmesser, die mit ihren 

lateribus rectis dieselbe Summe p geben, ist dieser halben 

Summe gleich. 

Coro 11. IL Setzen wir in der letzten Zeile statt p 

seinen Wertli F^G^ +Pi? so erhalten wir 

V r;. Pi —F\^i 

"* 2 "^2 — 2 ^ 

und wenn wir hierin wieder 
setzen, erhalten wir 

P2 — 2 • 

§. 26. Aufgabe 26. Aus den Seiten des zur Achse 

einer Ellipse gehörigen Rechtecks denjenigen Durchmesser 

/ zu finden, der mit seinem latus rectum eine gegebene 

Summe hat. 
Fig. 381 ji Ist p die gegebene Summe, so muss nach VII. 17. 

""* ""' AB^:p^=BD'LE: DE^ oder, da 

AB^ = {AB — r)BD ist, 
AB — r : LE = p'^ \ DE^ 
sein, wodurch LE bestimmt und somit die Aufgabe gelöst ist. 
Nach VII. 41. muss p grösser als AB -f r und kleiner 
als ÄS + r, sein, damit eine Auflösung möglich ist. 

Die Grösse des Durchmessers kann übrigens auch aus 
der Zeile 

AB'{AB + r)^FG^p 
leicht gefunden werden. 

§. 27. Aufgabe 27. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
D.urchme8ser zu finden, dessen zugehöriges Rechteck gleich 
einem gegebenen Quadrat ist. 
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Sei p das gegebene Quadrat^ so ist nach VII. 18. Fig. 383 a 

♦ und b. 

AB^ :p^ —BDiLD und da 
AB^ =(AB + r)'BD ist, 
p^ =^LD' (AB + r), 

wodurch die Länge LD, also auch der Punkt L gegeben Ist 
Aus VII. 42. erhellt, dass p^ nicht kleiner als AB'V 

sein darf; damit eine Auflösung möglich ist. 

§. 28. Aufgabe 28. Dieselbe Aufgabe als die vorige 

für die Ellipse zu lösen. 

Man hat eben so wie vorher aus VII. 18. Pig. 384 a 

AB^:p^=BD: LD und da ""^ ^' 

AB^ — (AB —r)'BD ist, erhält man 
p^ =(AB — r)'LD, 

wodurch LD bestimmt und folglich der Punkt L gegeben ist. 
Aus VII. 43. erhellt, dass p^ grösser als AB*r und 
kleiner als RS * r sein muss, damit eine Auflösung mög- 
lich ist. 

§§. 29 und 30. Aufgabe 29 und 30. Aus den gege- 
benen Seiten des zur Achse einer Hyperbel gehörigen Recht- 
ecks denjenigen Durchmesser zu finden, dessen Quadrat mit 
dem Quadrat seines zugehörigen latus rectum eine gegebene 
Summe hat. 

§. 29. für den Fall, wenn AB>r ist. 

Sei unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen jo^ die rig. 383a. 
für JFG^ -|-p2 gegebene Grösse, so ist nach VII. 19. 

AB^ :p^ = BDLE: LD^ -f LE^ oder also 

AB + r:p=p: -^ ; 

und wenn man 

AB ■■\- r :p=p:q setzt, so ist 
q'LE= LD^ + L£2 oder 
q*LE = DE^- +2LD'LE, d.i. 
LE'(q-- 2LD) = LE'(q — 2LE + 2 DE) = DE^ oder 

LE. (l + DE — Le) = iDE^ , 

aus welcher Zeile LE mit Hülfe von Nr. 2. des Scholiums 
gefunden werden kann. 

Es ergiebt sich demnach folgende Construction : 
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Man bestimme q durch die Proportion 

^^ + r:f = f:f, 
schneide — von C aus auf CA ab zum Punkt M, errichte in 

4. 

M ein Loth MX gleich der Diagonale des Quadrats^ dessen 
Seite CE ist, beschreibe mit ME um X einen Kreis, der die 
verlängerte CA in L triflft, und verfahre dann mit L weiter 
wie in §.7. 

Nach VII. 44. darf p^ nicht kleiner als AB^ -{- r^ sein, 
damit eine Auflösung möglich ist. 

§. 30. für den Fall, wenn AB <:r ist 
Fig. 383 b. Die Analysis bleibt dieselbe als im vorigen Fall, bis zu 

der Zeile 

LE'(q — 2LD) = DE^, 

aus welcher wir diesmal ableiten müssen 

LE'(q — 2LE—2DE) = DE^ oder 

LE'(^ — DE — LE) = \DE^ . 

Die Construction lautet wieder wörtlich wie oben, nur 
wird der um X mit ME beschriebene Kreis die verlängerte 
CA unter Umständen, die gleich näher zu erörtern sind, in 
zwei Punkten L und X treffen, so dass dann im Ganzen vier 
Durchmesser gefunden werden können, die der Aufgabe ge- 
nügen. 

Diorismus. Aus VII. 45 und 46. erhellt, dass, wenn 
ABzvidiX kleiner. als r, aber^jB^ nicht kleiner als ^«(r — AB)^, 
p^ grösser als AB^ -{- r^ sein muss, damit auf jeder Seite 
der Achse ein Durchmesser möglich ist, der der Aufgabe 
genügt. 

Wenn AB^ aber kleiner als ^«(r — ABy ist, so giebt 
es einen Punkt L in der verlängerten CA, für dessen zuge- 
hörigen Durchmesser FG die Grösse FG^ -\- P^ ein Minimum 
ist; da nach VII. 46. dann LE^ =iDE^ ist, so haben wir, 
um die Grösse dieses Minimums zu bestimmen, 

FG:p = LE:LD = l:l'\'y2, also 

FG^ : FG . p = 1 : 1 + |/2 und 
FG^ -f p2 : FG^ = 4 + 2\/2: 1 so wie 



321 

FG^:FG'p — FG^ = l: V2, mithin, da 
FG'p — FG^=AB'r — AB^ ist, 
FG^+p^iAB-r — AB^ = 2 + V8 : 1. 
Hieraus erhellt also, dass, wenn 

p^ <:(2 + \/S)'(AB'r — AB^) 
ist, keine Auflösung möglich ist; ist j»^ gleich diesem Aus- 
druck^ so berührt der um X mit ME beschriebene Kreis die 
Achse und wir erhalten auf jeder Seite der Achse einen 
Durchmesser, der der Aufgabe genügt; ist p^ grösser als 
dieser Ausdruck, aber kleiner als AB^ -j- r^, so erhalten wir 
zu beiden Seiten des Minimaldurchmessers FG einen Durch- 
messer, also im Ganzen deren vier, die der Aufgabe genü- 
gen; ist p^ > AB^ -{- r^ y so genügen überhaupt nur zwei 
Durchmesser der verlangten Bedingmig. 

Wenn AB=^r, so sind alle Durchmesser ihren lateribus 
rectis gleich und dann ist also ^p"^ gleich dem Quadrat des 
gesuchten Durchmessers, mithin die Aufgabe auf eine frühere 
zurückgeflihrt. 

Cor oll. I. Seien jFjGj, F2G2 zwei verschiedene Durch- 
messer, welche mit ihren lateribus rectis p,, p^ dieselbe 
Summe p^ geben, so erhalten wir aus den Zeilen 

wenn wir darin statt p,, p^ ihre aus den Zeilen 

F,G\-F,G,.p,=q^ , F^Gl^F^G^.p^=^q\ 

wo jr« der Abkürzung halber für AB-r — AB'^ steht, ge- 
nommenen Werthe 

_ F^G\ — g« _ F^Gl — g« 

setzen, die erhaltenen Zeilen nach Wegschaffung der Nenner 
subtrahiren und dann mit F^G\ — ^2^2 dividiren, 

FjGf + F^Gl = ip^ —q^=ip^~AB'r + AB^. 

Cor oll. n. Hieraus ergiebt sich, dass das Quadrat 
desjenigen Durchmessers, der mit dem Quadrat seines latus 
rectum eine Summe gleich AB*^ + r^ giebt, gleich 

^ — AB'r = \'{r — A£y 

ApoUonias, Kegelschnitte. 21 
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ist und dass das Quadrat des zu ihm gehörigen latus rectum 
gleich ^'(r + ABy ist 

§. 31. Aufgabe 31. Dieselbe Aufgabe ab die vorige 
für die Ellipse zu lösen. 
Fig. 384 und Man hat unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnun- 
^^** gen, wenn p'^ die für FG^ 4-p^ gegebene Grösse ist, aus 

vn. 19. 

AB^ :p^ =BD' LEiLD^ + LE^ und, da 
AB^ = (AB — r)BD ist, 

AB — r:p=p: -^ ; 



setzt man also 

AB — r'P=P'9f so ist 
q*LE= LD^ + LE^ == DE^ — 2LD'LE oder 
LE(q + 2LD) — LE'(q + 2DE—2LE) = DE^, also 

LE'{^ + DE — LE) = iDE^, 

aus welcher Zeile sich LE mittelst Nr. 2. des Scholiums 
bestimmt. 

Man hat daher folgende Construction : 

Man bestimme g durch die Proportion 

schneide 4 von C aus auf CB ab zum Punkt M, errichte in 

4 

M ein Loth MX gleich der Diagonale des Quadrats, dessen 
Seite CE ist, beschreibe um X mit MD einen Kreis, der die 
Achse in einem Punkt L trifft, und verfahre dann weiter wie 
in §. 8. 

Diorismus. Aus VH. 47 und 48. erhellt, dass, wenn 
AB^ nicht grösser als i*(AB-{-ry ist, p^ grösser als AB^ -J-r^ 
und kleiner als RS^ + ^f sein muss, damit eine Auflösung 
möglich ist; und wenn diese Bedingung erfüllt ist, wird sich 
jedenfalls zwischen der grossen und kleinen Achse ein Durch- 
messer ergeben, der der Aufgabe genügt. 

Wenn aber AB^ > i« (^45 + r)S so giebt es nach VII. 48. 
einen Durchmesser FG zwischen AB und RS, fiir welchen 
FG^ -f- r ein Minimum ist. Ist L der auf die bekannte Art 
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diesem Minimumsdurchmesser correspondirende Punkt der 
Achse, so ist nach VII. 48. LE^ = \DE^ und 

FG:p = LE:LD = LE:DE — LE=l:y2 — l, also 

1) FG^ + p^ :FG^ =4 — 2^2:1, und da 

FG2:i?'G.p==l:y2-l, ist 

2) FG^:FG^-\-FGp = 1 : V2, mithin, da 
FG^ +FG'p= AB^ +AB'r, 

3) FG2 + p^iAB^ +^5.r = 4 — 21/2 ; V2 

= y8 — 2:1. 
Ist also p^ kleiner als 

(V8 — 2) . {AB^ + ^IB . r), 

so ist keine Auflösung möglich, ist es dieser Grösse gleich, 
so wird jederseits der Achse ein Durchmesser, und wenn es 
grösser als dieser Ausdruck, aber kleiner als AB^ + r^ ist, 
so werden jederseits der Achse zwei, also im Ganzen vier 
Durchmesser der Aufgabe genügen. Ist femer p^ z=:AB^ + r^, 
so genügt ausser der grossen Achse jederseits noch ein 
Durchmesser, und wenn ^^^ -^ ^^2 _|_ ^.2 ^ aber kleiner als 
RS^ + yf ist, überhaupt jederseits nur ein Durchmesser. Er- 
reicht p^ die Grösse ÄS^-f rf, so genügt nur noch die 
kleine Achse, und überschreitet er sie, so wird die Auflösung 
unmöglich. 

C r o 1 1. 1. Seien F^G^yF^G^ zwei Durchmesser, welche 
mit ihren lateribus rectis p^, p^ dieselbe Quadratsumme p'^ 
geben, so dass also F^G\ + pf =^2 und F^Gl + pl —p'^^ 
und sei der Abkürzung halber 

AB'^ -\-AB'r = q'^, 

dann ist F^G? + F,G, • p, = g^^ also 

und wenn man diese Werthe oben einsetzt, die Nenner 
fortschaffi;, die erhaltenen Zeilen subtrahirt und den 
Eest mit F,Gf — F^G^ dividirt, so erhält man 

F,G2 + F,Gl =^ + ^2 = ^ + ^J52 + AB.r. 

Cor oll. n. Hieraus erhellt, dass das Quadrat des- 
jenigen Durchmessers F, G,, für welchen 

21* 
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ist, gleich 

ip^ +AB'r = i'(AB + r)2 

ist und das Quadrat des zugehörigen latus rectum gleich 

p^—i'(AB + ry=i'(AB — ry. 

Cor oll. IIL Es folgt sonach, dass, wenn jederselts 
der Achse zwei Durchmesser vorhanden sind, die der Auf- 
gabe gentigen, diese zwischen der grossen Achse und den 
gleichen conjugirten Durchmessern sich befinden, da sie 
grösser als ihre zugehörigen latera recta sein müssen. 

Co roll. IV. Aus Zeile (2) des Beweises erhellt, da 

ist, dass das Quadrat des Durchmessers, für welchen FG^ -\- P^ 
ein Minimum ist, zur Summe der Quadrate der Achsen sich 

wie 1:1/2 verhält, und dass dieser Durchmesser aelbst zu 

seinem latus rectum sich wie 1 : y2 — 1 verhält, folgt aus der 
dort vorhergehenden Proportion ; daher haben in allen Ellipsen 
sowohl diese Durchmesser als ihre latera recta ein festes 
Verhältniss zur Sehne des Ellipsenquadranten. 
Cor oll. V. Aus der Bedingung 

AB^>i'{AB + ry oder 
AB 'y2> AB +^,i.i. 



RS 



AB 
AB^ . (V2 — 1) > ÄÄ2, also 

V(V2-1), d. i. ^< 0,6436 



AB ^ r V'*- "/' "• *• AB 

DO 

ergiebt sich der grösste Werth, den das Verhältniss -r« haben 

kann, wenn vier Durchmesser der Aufgabe genügen sollen. 

» §. 32. Aufgabe 32. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
Durchmesser zu finden, dessen Quadrat von dem Quadrat 
seines zugehörigen latus rectum um eine gegebene Grösse 
verschieden ist. 
Fig. 383a Sei /?2 jj^ gegebene Grösse, so ist aus VII. 20., wenn 

darin noch 

AB^ == (AB + r)'BD 
gesetzt wird, 



und b. 
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1) AB+r:p=p: j^ , 

und wenn wir 

2) AB -\-r:j=i^:q setzen, so ist 

4qLE = LE^ — LD^ = DE • (LE + LD) = 2CE2CLy also 

q'LE= CE» CL oder 
CE:LE = q:CL und 

3) CE-q:CE=CE:LE, 

woraus LE zu finden ist. 

Die Construetion ergiebt sich also von selbst, indem 
aus den beiden Proportionen (2) und (3) erst q und dann 
LE gefunden wird; in der Figur werden jedoch kleine Un- 
terschiede sich zeigen, je nachdem AB>r oder AB<ir 
ist, auch schon in der Analysis mtisste es für letzteren Fall 
in Zeile (1) LD^ — LE^ und in Zeile (3) q—CE heissen, 
wie ohne Schwierigkeit erkannt wird. 

Diorismus. Aus VII. 49. erhellt, dass, wenn AB>r 
ist, AB^ — r^ der kleinste, 2 • (AB^ — AB^r) der grösste 
Werth ist, den p^ haben darf, damit eine Auflösung möglich 
ist; wenn aber AB<irj so ist r'^ — AB^ der grösste und 
2 . {AB . r — AB^) der kleinste Werth für p^- nach VII. 50. 

§. 33. Aufgabe 33. Dieselbe Aufgabe als die vorige 
für die Ellipse zu lösen. 

Sei wieder p^ <Jie gegebene Grösse, so ist aus VII. 20., Fig. swa 
da AB^ = BD . {AB — r) ist, ^°* ""• 

1) AB *—r:p=p: j- — , und wenn 

2) AB-r:^==^:g 

gesetzt wird, also 

AqLE = LE^ — LD'^ = DE • {LE — LD) = 2CB.2CL, d. h. 

q'LE= CECL oder 

qi CE=CL:LE und 

3) CE—qiCE=CE:LE. 

Die Construction besteht daher nur in der Auflösimg 
der beiden Proportionen (2) und (3) und dem weiteren Ver- 
fahren mit dem Punkt L, wie in §. 8. 
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Es leuchtet jedoch ein, dass wir uns statt des Punktes 
L eben so gut einen andern Punkt X auf der andern Seite 
des Mittelpunktes denken können, für welchen dann aus der 
Proportion 

q:CE=Ck:XE 

abgeleitet werden müsste 

q + CE:CE=CE:\E, 

woraus sich XE als ein von LE verschiedener Werth er- 
giebt. 

Diorismus. Aus VII. 51. erhellt, dass rj — RS^ der 
grösste Werth ist, den p^ haben darf, damit eine Auflösung 
möglich ist; liegt p^ zwischen diesem Werth und AB^ — r^, 
so findet nur die durch den Punkt X bezeichnete Auflösung 
Statt und es genügen also dann im Ganzen zwei Durchmesser, 
die zu beiden Seiten der kleinen Achse liegen, l&t p^^^AB^ 
— r^, so' genügt ausserdem noch die grosse Achse selbst, 
und wenn p^ < AB^ — r^ , so giebt es im Ganzen vier 
Durchmesser, welche der Aufgabe genügen, und diese fallen, 
wenn/? 2 gleich Null wird, mit den gleichen conjugirten Durch- 
messern zusammen. 

Da nach dem Obigen 

g:CE= CL:I£=CX:XB, 

so erhellt, dass L und X zugeordnete harmonische Punkte in 
Bezug suf C und E sind und dass also, wenn einer von 
ihnen bekannt ist, der andere leicht gefunden werden kann. 

ScblDssbemerkang des Halley. 

Bis hierher haben wir unter Festhaltung der Ordnung, 
in welcher die Diorismen gegeben sind, die Auflösungen der 
Aufgaben behandelt, deren Grenzen der Auflösbarkeit un- 
mittelbar durch die dioristischen Lehrsätze des siebenten 
Buches gegeben werden; und wir sind überzeugt, dass der 
Inhalt des achten Buches von dem hier Gegebenen nicht 
wesentlich verschieden gewesen ist. Wir hoflfen aber, dass, 
wenn wir vielleicht auch die Analysen und CouBtructionen 
des ApoUonius nicht immer getroffen haben mögen, das, was 
wir au Stelle derselben gegeben haben, einem billigen Leser 
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nicht unaDgemessen erscheinen möge* Obgleich übrigens die 
Zahl der bestimmten Kegelschnittsaufgaben; deren Analysen 
ans diesen Elementen ohne grosse Mühe gefunden werden 
können ; eine sehr grosse ist/ so war es hierbei doch unsere 
einzige Absicht, den Spuren des Apollonius so nahe als 
irgend möglich nachzugehen. Wenn nun das Glück es 
w^ollte, dass das verlorne Buch in späterer Zeit wieder auf- 
gefunden wird, so soll es uns doch nicht gereuen, für diesen 
Zweck Zeit und Mühe verwendet zu haben. 



Inhaltsübersicht. 



Erstes Bach. 

Erste Reihe von Erklärungen. 

§. 1. Ijinien vom Scheitel eines Kegels nach einem Punkt der 
Kegelfläche liegen ganz in derselben. 

§. 2. Linien, die zwei Punkte einer Kegelfläche verbinden, liegen 
ganz innerhalb, ihre Verlängerungen ausserhalb derselben. 

§. 3. Jeder ebene Schnitt durch den Scheitel eines Kegels giebt 
ein Dreieck. 

§. 4. Jeder Schnitt parallel der Grundfläche ist ein Kreis. 

§. 5. Ein Schnitt senkrecht auf der Ebene des Achsendreiecks, 
das auf der Grundfläche senkrecht steht, der von diesem ein ähnliches 
Dreieck mit verwechselten Winkeln an der Grundlinie abschneidet, ist 
ein Kreis und heisst Wechselschnitt. 

§. 6. Eine Linie zwischen zwei Punkten einer Kegelfläche, die 
parallel einer Sehne des Grundkreises ist, wird von dem Achsendreieck, 
dessen Grundlinie senkrecht auf dieser Sehne steht, halbirt. 

§. 7. Stehen die Durchschnittslinien eines Achsendreiecks und 
eines beliebigen Schnitts mit der Grundfläche senkrecht auf einander, 
so ist die Durchschnittslinie der ersten beiden Ebenen ein Durchmesser 
des erhaltenen Kegelschnitts. 

§. 8. Parabel und Hyperbel laufen in's Unendliche fort. 

§. 9. Ein Schnitt, der weder der Basis parallel noch ein Wechsel- 
schnitt ist, kann kein Kreis sein. 

§. 10. Jede Sehne eines Kegelschnitts liegt innerhalb, ihre Ver- 
längerung ausserhalb desselben. 

§.11. In einem Schnitt parallel einer Seitenlinie des Kegels ist 
das Quadrat der Ordinate gleich einem Rechteck aus der Abscisse und 
einer gewissen Länge, die Parameter oder latus rectum heisst. Der 
Schnitt selbst heisst Parabel. 



329 

§. 12. la einem Schnitt, der beide Hälften der Kegelfläche trifft, 
ist das Quadrat der Ordinate gleich dem Rechteck aus der Abscisse und 
einer gewissen Länge, vermehrt um ein anderes Rechteck von gleicher 
Breite, das ähnlich dem aus der Achse und dieser Länge gebildeten ist. 
Jene Länge heisst Parameter oder latus rectum, der Schnitt Hyperbel. 

§. 13. In einem Schnitt, der nur eine Hälfte der Kegelfläche 
trifft und keiner Seitenlinie parallel ist, ist das Quadrat der Ordinate 
gleich dem Rechteck aus der Abscisse und einer gewissen Länge, ver- 
mindert um ein anderes Rechteck von gleicher Breite, das ähnlich 
dem aus der Achse und dieser Länge gebildeten ist. Jene Länge 
heisst Parameter oder latus rectum, der Schnitt Ellipse. 

§. 14. Die Schnitte, welche dieselbe schneidende Ebene in den 
beiden Hälften einer Kegelfläche giebt, haben denselben Durchmesser, 
gleiches latus rectum , und heissen Gegenschnitte. 

§. 15. Eine im Mittelpunkt eines Durchmessers einer Ellipse an 
beiden Seiten bis an den Umfang gezogene Parallele mit den Ordina- 
ten heisst der zweite Durchmesser und hat zum Parameter die dritte 
Proportionale zum zweiten und ersten Durchmesser. 

§. 16. Eine Linie zwischen zwei Gegenschnitten, die eine Ver- 
bindungslinie zweier Punkte derselben halbirt, heisst in Bezug auf den 
dieser Verbindungslinie parallelen Durchmesser der zweite oder con- 
jngirte Durchmesser. 

Zweite Keihe von Erklärungen. 

§. 17. Die vom Scheitel eines Kegelschnitts parallel den Ordi- 
naten gezogene Linie fällt ganz ausserhalb. 

§. 18. Eine innerhalb eines Kegelschnitts parallel einer Tangente 
gezogene Linie trifll denselben in zwei Punkten. 

§. 19. Eine vom Durchmesser parallel den zugehörigen Ordinaten 
gezogene Linie trifft den Kegelschnitt. 

§. 20. In der Parabel verhalten sich die Quadrate der Ordinaten 
wie die zugehörigen Abscissen. 

§.21. In der Ellipse und Hyperbel verhalten sich die Quadrate 
^der Ordinaten wie die Rechtecke aus den Abscissen. 

§. 22. Jede Sehne einer Parabel oder Hyperbel schneidet ent- 
weder selbst oder in ihrer Verlängerung den Durchmesser. 

§. 23. Jede Sehne einer Ellipse , deren Endpunkte zwischen den 
Endpunkten zweier conjugirten Durchmesser liegen, schneidet verlängert 
beide Durchmesser. 

§. 24. Jede Tangente einer Parabel oder Hyperbel schneidet den 
Durchmesser. 

§. 25. Jede Tangente einer Ellipse in einem andern Punkt als 
den Scheiteln zweier conjugirten Durchmesser schneidet dieselben. 
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§. 26. Jede Parallele mit dem Durebmesser einer Parabel oder 
Hyperbel schneidet den Kegelschnitt nar einmal. 

§. 27. Jede Linie, die den Durchmesser einer Parabel schneidet, 
schneidet diese zweimal. 

§. 28. Jede innerhalb eines Gegenschnitts parallel einer Tangente 
am andern gezogene Linie schneidet dieselben zweimal. 

§. 29. Jede durch den Mittelpunkt an einen von zwei jGregen- 
schnitten gezogene Linie trifil verlängert den andern. 

§. 30. Jede durch den Mittelpunkt einer Ellipse oder zweier Ge- 
genscbnitte gezogene und diese treüende Linie wird im Mittelpunkt 
halbirt. 

§. 31. Jede von einem Punkt des latus transversum, der jenseit 
des Mittelpunkts liegt, an eine Hyperbel gezogene Linie fällt verlängert 
innerhalb der Hyperbel. 

§. 32. Zwischen die im Scheitel eines Kegelschnitts parallel den 
Ordinalen gezogene Linie und den Kegelschnitt fällt keine andere ge- 
rade Linie. 

§. 33. Wird von einem Punkt einer Parabel eine Ordinate gezo- 
gen und die Abscisse über den Scheitel um sich selbst verlängert, so 
ist die Linie von dem erhaltenen Endpunkt nach dem erstgenannten 
Punkt eine Tangente. 

§. 34. Wird von einem Punkt einer Hyperbel oder Ellipse eine 
Ordinate gezogen und zu den beiden Scheiteln des latus transversum und 
dem Fusspunkt der Ordinate der vierte harmonische Punkt gesucht, so 
ist dessen Verbindungslinie mit dem erstgenannten Punkt eine Tan- 
gente. 

§. 35. Jede Tangente einer Parabel schneidet auf dem verlän- 
gerten Durchmesser ein Stück gleich der Abscisse des Berührungs- 
punktes ab. 

§. 36. Jede Tangente einer Hyperbel oder Ellipse theilt den 
Durchmesser in demselben Verhältniss als die Ordinate des Berührungs- 
punktes. 

§§.37 und 38. Sind A, B, D, E vier harmonische Punkte, F 
die Mitte zwischen den zugeordneten A und B, so ist 

1) FB^ = FD • F£y 

2) FEDE=AE'BE. 

Dies angewendet auf den Durchschnitt einer Tangente mit dem ersten 
und zweiten Durchmesser. 

§§. 39 und 40. Enthalten eine leichte Folgerung aus §§. 21 , 37 
und 38. als Vorbereitung für die folgenden Sätze. 

§. 41. Ein Parallelogramm über einer Ordinate ist gleich der 
Summe oder dem Unterschied zweier damit gleichwinkliger und 
unter sich ähnlicher über der bis zum Mittelpunkt reichenden Ab« 
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scisse und dem Badius, wenn das Verhältniss der Seiten des ersten 
zasamtnengesetzt ist aas dem Verhältniss der Seiten eines der letzteren 
and dem des latas reetam zum latus transversum. 

§. 42. Werden von einem Punkt einer Parabel eine Ordinate und 
eine beliebige andere Linie an den Durchmesser gezogen, so ist das 
erhaltene Dreieck gleich dem Parallelogramm zwischen der Abscisse 
nnd der Tangente in deren Scheitel, wenn diese durch den Durchmes« 
ser begränzt wird, in dessen Scheitel die Tangente parallel der belie- 
bigen Linie ist. 

§. 48. Das Dreieck zwischen zwei ebenso wie vorher bei der Pa- 
rabel, bei Ellipse oder Hyperbel gezogenen Linien ist gleich einem 
Trapez zwischen der Ordinate, Abscisse, Tangente im Scheitel nnd 
Durchmesser nach dem Punkt, dessen Tangente der beliebigen Linie 
parallel ist. 

§. 44. Dieselbe Eigenschaft für Gegenschnitte bewiesen. 

§. 45. Eine ähnliche Eigenschaft findet in Bezug auf den zweiten 
Durchmesser Statt« 

§. 46. Jede Parallele mit dem Durchmesser einer Parabel halbirt 
die Sehnen, welche der Tangente in ihrem Scheitel parallel sind. 

§. 47. Jede Linie, die durch den Mittelpunkt einer Hyperbel 
oder Ellipse geht, halbirt die Sehnen, welche der Tangente im Scheitel 
panülel sind. 

. §. 48. Jede Linie vom Mittelpunkt zweier Gegenschnitte an einen 
derselben gezogen halbirt verlängert auch im andern Gegenschnitt die 
der Tangente im Scheitel am ersten Gegenschnitt parallelen Sehnen. 

§. 49. Werden in einem Punkt einer Parabel ein Durchmesser 
ond eine Tangente bis an einen andern Durchmesser gezogen, so ver- 
hält sich das Stück des erstgenannten Durchmessers vom Scheitel bis zur 
Tangente im Scheitel des andern zu dem Stück der Tangente vom 
Scheitel bis zur andern Tangente wie das Doppelte dieser ganzen Tan- 
gente zam latus rectum des genannten Durchmessers. 

§. 50. Dieselbe Eigenschaft für Ellipse und Hyperbel. 

§.51. Dieselbe für Gregenschnitte. 

§. 52. Aus dem gegebenen Durchmesser, Scheitel, latus rectum 
und Ordinatenwinkel einer Parabel einen Kegel zu finden, dessen Durch- 
schnitt mit einer gegebenen Ebene diese Parabel giebt. 

§§. 53, 54 und 55. Dieselben Aufgaben für eine Hyperbel, Ellipse 
and zwei Gegenschnitte. 

§. 56. Conjugirte Gegenschnitte zu beschreiben. 

Zweites Buch. 

§. 1. Wird auf der Tangente einer Hyperbel vom Berührungs- 
punkt nach jeder Seite ein Stück abgeschnitten, dessen Quadrat gleich 
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dem vierten Theil des zum Darchmessser gehörigen Rechtecks ist, so 
sind die Linien vom Mittelpunkt nach den erhaltenen Punkten Asym- 
ptoten. 

§. 2. Es gehen vom Mittelpunkt keine andern Asymptoten aus 
als die des vorigen Satzes. 

§. 3. Der Berührungspunkt einer Tangente einer Hyperbel ist 
die Mitte des von den Asymptoten darauf abgeschnittenen Stücks. 

§. 4. Eine Hyperbel zu construiren, deren Asymptoten zwei ge- 
gebene Linien sind und welche durch einen gegebenen Punkt geht. 

§. 5. Die Tangente im "Scheitel des Durchmessers einer Hyper- 
bel oder Parabel ist parallel den Sehnen, welche der Durchmesser 
halbirt (siehe ^* 1*^). 

§. 6. Dasselbe für die Ellipse. 

§. 7. Die Linien vom Berührungspunkt der Tangente eines Ke- 
gelschnitts nach der Mitte einer damit parallelen Sehne ist ein Durch- 
messer. 

§. 8. Jede Sehne einer Hyperbel trifft verlängert beide Asym- 
ptoten und die so erhaltenen äusseren Abschnitte sind gleich. 

§. 9. Eine Linie, deren zwischen die Asymptoten einer Hyperbel 
fallendes Stück durch einen Punkt der Hyperbel halbirt wird, ist eine 
Tangente derselben. 

§. 10. Das Bechteck aus den Abschnitten einer schneidenden 
Geraden, die zwischen einem Hyperbelpunkt und den beiden Asym- 
ptoten liegen , ist gleich dem vierten Theil des zu dem Durchmesser, 
der die entstandene Sehne halbirt, gehörigen Rechtecks. 

§. 11. Eine Gerade, die die Schenkel des Nebenwinkels des Asym- 
ptotenwinkels trifft, schneidet die Hyperbel nur in einem Punkt, und dtf 
Rechteck aus den wie im vorigen Satz gebildeten Abschnitten derselben 
ist gleich dem Quadrat des mit der Geraden parallelen Halbmessers. 

§. 1 2. Das Rechteck aus zwei von < einem Hyperbelpunkte an die 
Asymptoten unter gegebenen Winkeln gezogenen Linien ist constant 

§. 13. Jede Parallele mit einer Asymptote, die inlQerhalb des 
Asymptotenwinkels liegt, trifft die Hyperbel nur in einem Punkt. 

§. 14. Asymptote und Hyperbel kommen einander naher als bis 
auf irgend eine gegebene Entfernung. 

§. 15. Gegenschnitte haben dieselben Asymptoten. 

§. 16. Jede Linie, die die Schenkel des Nebenwinkels eines 
Asymptotenwinkels schneidet, trifft die Gegenschnitte je in einem Punkt 
und die auf ihr entstehenden äusseren Abschnitte sind gleich. 

§. 17. Conjugirte Gegenschnitte haben dieselben Asymptoten. 

§§.18 und 19. Jede Tangente einer Hyperbel trifft die benach- 
barten conjugirten Hyperbeln und ihr Berührungspunkt ist die Mitte 
zwischen den Schneidungspunkten, 



333 

§. 20. Zwei Linien vom Mitteljjunkt conjugirter Hyperbeln, von 
denen eine jede parallel der Tangente im £ndpunkt der andern ist, 
sind conjugirte Durchmesser für beide Paare von Gegenschnitten. 

§. 21. Die Tangenten in den Endpunkten zweier conjugirter 
Durchmesser conjugirter Gegenschnitte treffen sich auf den Asym- 
ptoten. 

§. 22. Wiederholung von §. 10. mit Bezug auf conjugirte Gegen- 
schnitte. 

§. 23. Das Eechteck aus den Abschnitten einer conjugirte Gegen- 
schnitte durchschneidenden Geraden, die zwischen einem innern Schnei- 
dangspunkt und den beiden äusseren liegen, ist gleich dem doppelten 
Quadrat des parallelen Halbmessers. 

§. 24. Zwei Sehnen einer Parabel, bei welchen kein Endpunkt 
der einen zwischen den Endpunkten der andern liegt, schneiden sich 
ausserhalb derselben. 

§. 25. Derselbe Satz für die Hyperbel. 

§. 26. Zwei nicht durch den Mittelpunkt gehende Sehnen einer 
Ellipse können sich nicht halbiren. 

§. 27. Geht die Berührungssehne zweier Tangenten einer Ellipse 
durch den Mittelpunkt, so sind dieselben parallel, im andern Fall 
schneiden sie sich auf der Seite der Sehne, auf welcher der Mittel- 
punkt nicht liegt. 

§, 28. Die Verbindungslinie der Mitten zweier paralleler Sehnen 
eines Kegelschnitts ist ein Durchmesser. 

§. 29. Die Linie vom Schneidungspunkt zweier Tangenten eines 
Kegelschnitts nach der Mitte der Berührungssehne ist ein Durch- 
messer. 

§. 30. Der durch den Schneidungspunkt zweier Tangenten eines 
Kegelschnitts gehende Durchmesser halbirt die Berührungssehne. 

§.31. Geht die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier 
. Tangenten an Gegenschnitten durch den Mittelpunkt, so sind die Tan- 
genten parallel, im andern Fall schneiden sie sich auf der Seite des 
Mittelpunkts. 

§. 32. Zwei nicht parallele Sehnen oder Tangenten zweier Ge- 
genschnitte schneiden sich im Nebenwinkel des Asymptotenwinkels. 

§. 33. Eine Sehne oder Tangente eines von zwei Gegenschnitten 
trifft den andern nicht. 

§. 34. Die Linie vom Berührungspunkt einer Tangente eines von 
zwei Gegenschnitten nach der Mitte einer damit parallelen Sehne im 
andern ist ein Durchmesser. 

§. 35. Eine Tangente eines von zwei Gegenschnitten ist parallel 
einer solchen Sehne de» andern, welche der vom Berührungspunkt aus- 
gehende Durchmesser halbirt. 
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§. 36. Die Verbindungslinie der Mitten zweier paralleler Sehnen 
zweier Gegenschnitte ist ein Durchmesser. 

§. 37. Trifflt eine Linie zwei Gegenschnitte, so sind die hol- 
den vom Mittelpunkt aus gezogenen Linien, deren eine derselben 
parallel, deren andere nach ihrer Mitte gezogen ist, coajagirte Duv h- 
messer. 

§. 38. Wenn zwei Tangenten an zwei Gegenschnitten sich sch^ 
den, so ist die Linie von ihrem Schneidungspunkt nach der Mitte c 
Beriihrungssehne ein zweiter Durchmesser, die Parallele mit letzte: 
durch den Mittelpunkt der conjugirte erste. 

§. 39. Der durch den Scbneidungspunkt zweier Tangenten 
zwei Gegenschnitten gezogene Durchmesser halbirt die Berührung; 
sehne. 

§. 40. Wird durch den Schneidungspunkt zweier Tangenten an 
zwei Gegenschnitten eine Parallele mit der Berührnngssehne gezog^-o. 
so sind die Verbindungslinien der Durchschnittspunkte dieser Pai 
lelen mit der Mitte der Berührungssohne Tangenten an den Geg n- 
schnittcn. 

§. 41. Zwei Gerade, die zwei Gegenschnitte schneiden und nicht 
durch den Mittelpunkt gehen, können sich nicht halbiren. 

§. 42. Dieselbe Eigenschaft für conjugirte Gegenschnitte. 

§. 43. Eine Linie vom Mittelpunkt zweier Gegenschnitte an die- 
selben und eine andere nach der Mitte einer ^r ersten Linie par^- 
lelen Sehne in den conjugirtcn Gegenschnitten sind conjugirte Dutoi»- 
messer. i/ 

Aufgaben. 

§. 44. In einem gegebenen Kegelschnitt einen Durchmesser zu 
finden. 

§. 45. In Ellipse oder Hyperbel den Mittelpunkt zn finden. •> 

§.46. In einer Parabel die Achse zu finden. 

§. 47. In Ellipse oder Hyperbel die Achsen zu finden. 

§. 48. Lehrsatz. Es giebt nur ein Paar Achsen in Ellipse imd 
Hyperbel. 

§. 49. Durch einen nicht innerhalb eines Kegelschnitts gegebenen 
Punkt eine Tangente an denselben zu ziehen. 

§. 50. An einen Kegelschnitt eine Tangente zu ziehen, die mit 
der Achse einen gegebenen Winkel bildet. 

§.51. An Parabel oder Hyperbel eine Tangente zu ziehen^ die 
mit dem Durchmesser nach dem Berührungspunkt einen gegebenen 
Winkel bildet. 

§. 52. Lehrsatz. Bei der Ellipse ist der spitze Winkel, den 
irgend eine Tangente mit dem Durchmesser nach dem Berührungs- 
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pnnkt bildet, nicht kleiner als der Winkel, den die Linien von den £nd- 
pankten der kleinen Achse nach einem Endpunkt der grossen gezogen 
w't einander bilden. 

§. 53. An eine Ellipse eine Tangente zu ziehen, die mit dem 
Ti-irchmesser nach dem Berührungspunkt einen gegebenen Winkel bildet. 

Drittes Buch. 

§. 1. Zwei Tangenten eines Kegelschnitts bilden «mit den nach 
-(iren Berührungspunkten gezogenen Durchmessern gleichflächige Dreiecke. 
§. 2. Werden ausser den Linien des vorigen Satzes noch Paral- 
' Jen von einem Punkt des Kegelschnitts mit den Tangenten gezogen, 
so ist das Viereck aus diesen Parallelen einer Tangente und dem nicht 
zugehörigen Durchmesser gleich dem Dreieck, das dieselbe Tangente, 
'^''n zugehörigen Durchmesser und eine der Parallelen zu Seiten hat. 
'' §.3. Werden ausser den Linien von §. 1. noch Parallelen von 
as^ei Punkten des Kegelschnitts mit den Tangenten gezogen, so ent- 
s oben an diesen Punkten gleichflächige Vierecke je aus drei dieser 
Parallelen und einem Durchmesser. 

§. 4. Zwei Tangenten an Gegenschnitten bilden mit den Durch- 
n* rissern nach ihren Berührungspunkten gleichflächige Dreiecke. 

§. 5. Werden ausser den Linien von §. 4. noch die Berührungs- 
sc.hne und von einem beliebigen Punkt des einen Gegenschnitts Pa- 
niSlden mit der Tangente an demselben und der Berührungssehne bis 
ar^ den durch den Kreuzungspunkt der Tangenten gehenden Durchmes- 
ser gezogen, so findet die analoge Eigenschaft als in §. 2. Statt. 

§. 6. Die Eigenschaft des §. 2. für Gegenschnitte wörtlich über- 
tragen. 

§. 7. Die Eigenschaft des §. 3. für Gegenschnitte wörtlich über- 
tiagen. 

§. 8. Enthält den speciellen Fall von §. 3., wenn die Ausgangs- 
punkte der Parallelen die andern Endpunkte der beiden vorhandenen 
Durchmesser sind. 

§. 9. Enthält den speciellen Fall von §. 3., in welchem ein Aus- 
gangspunkt der Parallelen der andere Endpunkt des einen Durchmes- 
sers, der andere ein beliebiger Punkt zwischen den Endpunkten der 
Durchmesser ist. 

§. 10. Enthält dasselbe für den Fall, dass der letztgenannte Punkt 
nicht zwischen den Endpunkten der Durchmesser liegt 
§. 11. Enthält eine Wiederholung von §., 5. 
§. 12. Wenn an zwei Gegenschnitten zwei Tangenten, deren Be- 
rührungssehne und zwei Durchmesser nach dem Kreuzungspunkt der 
Tangenten und einem Berührungspunkt, und von zwei beliebigen Punkten 
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des Gegenscbnitts, auf dem dieser Berührungspunkt liegt, Parallelen mit 
der dahin gehenden Tangente und der Berührungssehne gezogen wer- 
den, so sind zwei Vierecke aus dreien dieser Parallelen und einem 
Durohmesser gebildet gleich. 

§. 13. Zwei Tangenten an zwei benachbarten conjugirten Hyper- 
beln bilden mit den Durchmessern nach den Berührungspunkten gleich- 
flächige Dreiecke. 

§. 14. Die Eigenschaft des §. 2. für conjugirte Hyperbeln. 

§. 15. Enthält erst noch den Fall derselben Eigenschaft, wenn 
beide Tangenten an derselben Hyperbel gezogen sind, so wie die Eigen- 
schaft des §. 3. für conjugirte Hyperbeln. 

§. 16. Die Quadrate zweier sich schneidenden Tangenten eines 
Kegelschnitts verhalten sich wie das Quadrat eines Stücks der einen 
vom Berührungspunkt an gerechnet zu dem Rechteck aus den Ab- 
schnitten einer durch den Endpunkt dieses Stücks mit der andern Tan- 
gente gezogenen Parallelen. 

§. 17. Die Rechtecke aus den Abschnitten zweier sich schnei- 
/^ dendcn Sehnen oder Sekanten eines Kegelschnitts verhalten sich wie 
die Quadrate der mit diesen Sehnen parallelen Tangenten. 

§. 18. Die Eigenschaft des §. 16. für Gegenischnitte. 

§. 19. Die Eigenschaft des §. 17. für Gegenschnitte in dem Fall, 
wo jede Sekante den einen Gegenschnitt zweimal schneidet. 

§. 20. Das Quadrat einer von zwei sich schneidenden Tangenten 
an zwei Gegenschnitten verhält sich zum Quadrat einer von ihrem Kreu- 
zungspunkt bis an einen Gegenschnitt gehenden Parallelen mit der Be- 
rührungssehne wie das Quadrat eines Stücks der Tangente an diesem 
Gegensehnitt vom Berührungspunkt an gerechnet zu dem Rechteck aus 
den ' Abschnitten einer durch den Endpunkt dieses Stücks gezogenen 
Parallelen mit der Berührungssehne. 

§. 21. Dieselben Quadrate verbalten sich wie die Rechtecke ans 
den Abschnitten zweier Linien, deren eine der einen Tangente, die an- 
dere der Berührungssehne parallel ist. 

§. 22. Die Quadrate zweier conjugirten Durchmesser zweier Gegen- 
schnitte verhalten sich wie die Rechtecke aus den Abschnitten zweier 
damit parallelen Geraden, die die Gegenschnitte treffen. 

§. 23. Die Rechtecke aus den Abschnitten zweier Geraden, deren 
jede zwei Gegenschnitte je in einem Punkt trifft, verhalten sich wie 
die Quadrate paralleler Tangenten an einem der conjugirten Gegen- 
schnitte. 

§§. 24 — 26. Werden in conjugirten Gegenschnitten mit einem 
Paar conjugirter Halbmesser QA^ CD Parallelen gezogen, deren jede 
ein Paar Gegenschnitte trifft, so ist das Rechteck aus den Abschnit- 
ten der Parallelen mit CA, vermehrt oder vermindert um das mit 
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-pf^ multiplicirte Kechteck 3us den AbschDitten der andern gleich 

2 CA*, (§. 24., wenn der Durchschnitt der Parallelen in dem Raum 

zwischen den Hyperbeln, §. 25., wenn er innerhalb der Hyperbel, deren 

Halbmesser CD ist, §. 26., wenn er in der, deren Halbmesser CA ist, 

liegt.) 

§. 27. Werden mit den conjugirton Halbmessern CA, CD einer 

Ellipse parallele Sehnen GH, IK gezogen, die sich in F kreuzen, so ist 

CA* CA* 

FO*-^FH* 4- ^gi • i^/« + ^2^2 • ^^* = 4C^»- 

§. 28. Unter denselben Voraussetzungen ist bei den conjugirten 
Hyperbeln 

FG* + FH* : FP + FK* = CA* : CD*. 

§. 29. Sind ausser den erwähnten Bezeichnungen noch P und Q 
die Durchschnittspunkte von IK mit den Asymptoten, so ist 
FP* 4- FQ* + 2 CD* : FO* -f FE* = CD* : CA*. 

§§. 30 und 31. Das Stück einer Parallelen mit einer Asymptote 
einer Hyperbel von einem beliebigen äusseren Punkt derselben bis zur 
Berührungssehne der von diesem Punkt ausgehenden Tangenten wird 
durch die Hyperbel halbirt. (§. 30., wenn der Punkt innerhalb des 
Asymptotenwinkels, ?. 31., wenn er in dessen Nebenwinkel liegt.) 

§. 32. Das Stück einer Parallelen mit einer Asymptote einer 
Hyperbel von der Mitte einer Sehne bis zu einer Parallelen mit dieser 
Sehne, die durch den Kreuzungspunkt der Tangenten in den Endpunk- 
ten der Sehne geht, wird durch die Hyperbel halbirt. 

§. 33. Derselbe Satz, wenn statt der Sehne eine Gerade genom- 
men wird, die zwei Gegenschnitte je in einem Punkt schneidet. 

§. 34. Das Stück einer Parallelen mit einer Asymptote einer Hy- 
perbel von ihrem Durchschnittspunkt mit der andern Asymptote bis 
za einer Parallelen mit dieser Asymptote durch den Berührungspunkt 
der von jenem Durchschnittspunkt ausgehenden Tangente wird von der 
Hyperbel halbirt. 

§. 35. Eine Sehne einer Hyperbel wird durch ihren Durchschnitts - 
punkt mit einer Asymptote und eine Parallele mit derselben, welche 
durch den Berührungspunkt der von jenem Durchschnitt ausgehenden 
Tangente gezogen ist, harmonisch getheilt. 

§. 36. Derselbe Satz, wenn statt der Sebne einer Hyperbel eine 
Gerade gegeben ist, die zwei Gegenschnitte je in einem Punkt triül. 

§. 37. Eine vom Ausgangspunkt zweier Tangenten eines Kegel- 
schnitts gezogene Sekante wird durch diesen Punkt und die Berührungs- 
sehne harmonisch getheilt. 

§. 38. Eine durch die Mitte einer Sehne eines Kegelschnitts oder 

zweier Gegenschnitte gezogene Sekante wird durch diese Mitte und 
ApollonliiB, Kegelsehnitte. 22 
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eine Parallele mit der Sehne durch den Kreazungspunkt der Tangenten 
in ihren Endpunkten harmonisch getheilt.' 

§. 39. Enthält die Eigenschaft des §. 37. für den Fall, wo die 
beiden Tangenten an zwei Gegenschnitten gezogen sind. 

§. 40. Enthält die Eigenschaft des §. 38. in dem Fall, wo die 
Sekante zwei Gegenschnitte je in meinem Punkt trifft. 
\\ §.41. Drei Tangenten einer Parabel theilen sich so, dass sich 

aus ihren Stücken drei gleiche Verhältnisse bilden lassen. 

§. 42. Das Rechteck aus den Stücken, die auf zwei parallelen 
Tangenten einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte durch eine dritte 
Tangente abgeschnitten werden, ist gleich dem Quadrat des den Tan- 
genten parallelen Halbmessers. 

§. 43. Das Bechteck aus den Abschnitten, die eine Tangente 
/ einer Hyperbel auf den Asymptoten bildet, ist constant. 
/ §. 44. Die Berührungssehne zweier Tangenten einer Hyperbel ist 

parallel den Verbindungslinien ihrer Durchschnittspunkte mit den Asym- 
ptoten. 

§. 45. Werden die in den Endpunkten der grossen Achse einer 
Ellipse oder zweier Gegenschnitte gezogenen Tangenten von einer drit- 
ten Tangente geschnitten und auf der Achse ein Punkt so bestimmt, 
dass das Rechteck aus den durch ihn gebildeten Abschnitten gleich 
dem Quadrat der kleinen Halbachse ist, so bilden die Linien von die- 
sem Punkt nach den Durchschnittspunkten der dritten Tangente mit 
den beiden ersten einen rechten Winkel. Der Punkt auf der Achse 
muss innerhalb des Kegelschnitts, also bei Gegenschnitten auf der Ver- 
/ längerung der Achse sich befinden und heisst Brennpunkt. 

§. 46. Die Linien von einem Durchschnittspunkt der dritten Tan- 
gente mit einer der beiden ersten nach den beiden Brennpunkten bil- 
den mit den von dem Punkt ausgehenden Tangenten gleiche Winkel. 

§. 47. Die Linie vom Berührungspunkt der dritten Tangente 
nach dem Kreuzungspunkt zweier Linien, die von ihren Durchschnitts- 
punkten mit den beiden ersten Tangenten nach den beiden Brenn- 
punkten gezogen sind, steht senkrecht auf der dritten Tangente. 

§. 48. Die Linien vom Berührungspunkt der dritten 'Tangente 
nach den beiden Brennpunkten bilden gleiche W^inkel mit der Tan- 
gente. 

§. 49. Fällt man von einem Brennpunkt auf die dritte Tangente 
ein Loth, so bilden die Linien von seinem Fusspunkt nach den End- 
punkten der grossen Achse einen rechten Winkel. 

§. 50. Eine vom Mittelpunkt bis an eine Tangente gezogene Pa- 
rallele mit der Verbindungslinie des Berührungspunktes dieser Tan- 
gente mit einem Brennpunkt ist gleich der halben grossen Achse. 

§. 51. Der Unterschied zweier von den Brennpunkten an einen 
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Fattkt des Ümfangs zweier Gegenscbnitte gezogenen Linien ist gleich 
dtr grossen Aölise« 

%. 52. Die Summe zweier von den Brennpunkten einer Elli()se 
mich einem Punkt des Umfangs gezogenen Linien ist gleich der grossen 
Achse. 

§. 53. Das Rechteck aus den Abschnitten , welche die von den 
Cndpunkten eines Durchmessers durch einen Punkt des Umfangs eines 
Kegelschnitts oder zweier Gegenschnitte auf den Tangenten im End- 
punkt des Durchmessers bilden, ist gleich dem Quadrat des den Tan- 
genten parallelen Durchmessers. 

§. 54. Ist AB eine Sehne eines Kegelschnitts, D der Kreuznngs- 
puakt der Tangenten in A und B, ^ ein Punkt des Umfangs, F der 
Punkt, in dem AE eine durch B mit AD, G der, in dem BE eine 
durch A mit AD gezogene Parallele trifft, so ist AG 'BF ein constan- 
te« Rechteck und zwar, wenn H die Mitte von AB, I der Durchschnitt 
von DH mit dem Kegelschnitt ist: 

AG . BF: AB^ = ffl^ - AD - BD : DI^ . AS^. 

§. 55. Ist unter denselben Bezeichnungen AB eine zwei Ge- 
genschnitte schneidende Gerade , so ist ebenfalls AG * BF ein constan- 
tes Rechteck, und wenn DR eine von D mit AB an einen Gegen- 
schnitt gezogene Parallele ist, 

AG . BF: AB^ = AD - BD : DB^, 

§. 56. Die Proportion von §. 54. findet auch Statt, wenn AB 
die Sehne einer Hyperbel, E ein Punkt ihres Gegenschnitts und 1 der 
Durchschnitt von DH mit diesem Gegenschnitt ist; 

Viertes Buch. 

§§. 1 — 4. Umkehrungen von III. 37. Wird von einem Punkt an 
einen Kegelschnitt eine Tangente und eine Sekante gezogen, so trifft 
die Verbindungslinie des Berührungspunktes der ersteren mit dem in 
letzterer zu den drei vorhandenen bestimmten vierten harmonischen 
Funkt den Kegelschnitt zum zweiten Mal in dem Berührungspunkt der 
andern von dem ersten Punkt ausgehenden Tangente. 

§§. 15 und 16. behandeln dieselbe* Eigenschaft für Gegenschnitte, 
sowohl wenn der angenommene Punkt innerhalb als wenn er ausserhalb 
des Asymptotenwinkels liegt. 

§. 5. Behandelt dieselbe Eigenschaft, wenn der angenommene 
Punkt auf einer Asymptote liegt, in welchem Fall die erhaltene Ver- 
bindungslinie dieser Asymptote parallel ist. 

§. 17. behandelt dieselbe Eigenschaft für Gegenschnitte. 

§§. 6 und 7. Gehen von einem Punkt an eine Hyperbel eine 
Tangente und eine Parallele mit einer Asymptote, welche letztere über 

22* 
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ihren Durchschnitt um sich selbst verlängert ist, so trifft die Ver- 
bindungslinie dieses Endpunkts mit dem Berührungspunkt der Tan- 
gente die Hyperbel zum aweiten Mal in dem Berührungspunkt der 
andern vom erstgenannten Punkt ausgehenden Tangente, liege nun der 
erste Funkt innerhalb (§. 6.) oder ausserhalb (%. 7.) des Asyraptoten- 
winkels. 

§. 8. Liegt der zuerst angenommene Punkt in einer Asymptote, 
so ist die zuletzt erhaltene Verbindungslinie dieser parallel. 

§§. 9 — 12. Werden von einem Punkt D zwei Sekanten durch 
einen Kegelschnitt oder Gegenschnitte gezogen, so trifft die Verbin- 
dungslinie der in denselben bestimmten vierten harmonischen Punkte 
den Kegelschnitt in den Berührungspunkten der von D ausgehenden 
Tangenten. §. 9. für Ellipse und Parabel, §.10. für die Hyperbel, wenn 
D innerhalb des Asymptotenwinkels liegt und die Durchschnitte der einen 
Sekante auf dem durch die andere begränzten Theil liegen, §. 11., 
wenn Letzteres nicht der Fall ist, §. 12., wenn D ausserhalb des Asym- 
ptotenwinkels liegt. 

§. 13. Dieselbe Eigenschaft, wcnu D in einer Asymptote einer 
Hyperbel liegt, in welchem Fall die erhaltene Verbindungslinie dieser 
Asymptote parallel ist. 

§. 14. Dieselbe Eigenschaft, wenn ausserdem ^ine Sekante der 
andern Asymptote parallel und um sich selbst verlängert ist. 

§. 18. Die Eigenschaft von §. 9., wenn D innerhalb des Asym- 
ptotenwinkels liegt und die Sekanten beide Gegenschnitte treffen. 

§. 19. Dasselbe, wenn D ausserhalb des Asymptotenwinkels liegt 

§. 20. Die Eigenschaft von §. 13., wenn die Sekanten beide Ge- 
genschnitte treffen. 

§. 21. Die Eigenschaft von J. 14., wenn die noch übrige Sekante 
beide Gegenschnitte trifft. 

§. 22. Die Eigenschaft von §. 9. , wenn D innerhalb des Asym- 
ptotenwinkels liegt, eine Sekante einer Asymptote parallel und um sich 
selbst verlängert ist. 

§. 23. Wenn von einem eben so gelegenen Punkt JD Parallelen 
mit beiden Asymptoten an die Hyperbel gezogen und um sich selbst 
verlängert werden, so trifft; die Verbindungslinie der Endpunkte gleich- 
falls die Berührungspunkte der von D ausgehenden Tangenten. 

§• 24. Zwei Kegelschnitte können nicht mit einem Theil sich 
decken und in dem andern auseinandergehen. 

§. 25. Zwei Kegelschnitte können sich nicht in mehr als vier 
Punkten schneiden. 

§. 26. Zwei Kegelschnitte, die einen Berührungspunkt haben, 
schneiden sich ausserdem höchstens in zwei Punkten. 
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§. 27. Zwei Kegelschnitte, die zwei Berührangspnnkte haben, 
schneiden sich ausserdem nicht. 

§. 28. Zwei Parabeln können nicht mehr als einen Berührangs* 
pnnkt mit einander haben. 

§. 29. Eine Parabel, die ausserhalb einer Hyperbel liegt, kann 
diese nicht in zwei Punkten berühren. 

$. 30. Eine Parabel kann eine Ellipse oder einen Kreis nicht in 
zwei Punkten von innen berühren. 

§. 31. Zwei Hyperbeln, die denselben Mittelpunkt haben, können 
sich nicht in zwei Punkten berühren. 

§. 32. Die Verbindungslinie zweier Berührungspunkte zweier Ellip- 
sen oder Kreise geht durch den Mittelpunkt. 

§. 33. Zwei Kegelschnitte, die sich in zwei Punkten so schnei- 
den, dass die Krümmungen der dadurch begränzten Segmente auf ver- 
schiedenen Seiten der Verbindungslinie der Durchschnittspunkte liegen, 
haben keinen weiteren Schneidungspunkt. 

§. 34. Trifft ein Kegelschnitt einen von zwei Gegenschnitten in 
zwei Punkten, so dass die Krümmungen der durch die Sehne begränz- 
ten Segmente nach derselben Seite zu liegen, so trifilt er in den Ver- 
längerungen über diese Sehne hinaus den andern Gegenschnitt nicht. 

§. 35. Tnfft ein Kegelschnitt einen von zwei Gegenschnitten, so 
kann er den andern höchstens in zwei Punkten treffen. 

§. 36. Ein Kegelschnitt kann zwei Gegenschnitte höchstens in 
vier Punkten treffen* 

§. 37. Berührt ein Kegelschnitt einen von zwei Gegenschnitten 
mit seiner hohlen Seite, so trifft er den andern nicht. 

§. 38. Berührt ein Kegelschnitt jeden von zwei Gegenschnitten, 
so trifft er keinen von beiden noch in einem andern Punkt. 

§. 39. Schneiden sich zwei Hyperbeln in zwei Punkten, so dass 
die dadurch begränzten Segmente auf verschiedenen Seiten der gemein- 
samen Sehne liegen, so treffen sich die Gegenschnitte dieser Hyperbeln 
nicht. 

§. 40. Schneidet eine Hyperbel jeden von zwei Gegenschnitten, 
so trifft ihr Gegenschnitt keinen derselben in mehr als einem Punkt. 

§. 41. Schneidet eine Hyperbel jeden von zwei Gegenschnitten 
zwei Mal, so trifft ihr Gegenscbnitt keinen derselben. 

§. 42. Schneiden sich zwei Hyperbeln in vier Punkten, so treffen 
sieh ihre Gegenschnitte nicht. 

§. 43. Schneidet eine Hyperbel einen von zwei Gegenschnitten 
in zwei Punkten, so dass die begränzten Theile nach derselben Seite 
ZQ hohl sind, und ausserdem noch den andern Gegenschnitt, so trifft 
ihr Gegenschnitt keinen der Schnitte. 
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§. 44. Schneiden sich zwei Hyperbeln in drei Punkten, so treffen 
sich ihre Gegenschnitte höchstens in einem Punkt. 

§. 45. Berührt eine Hyperbel einen von zwei Gegenschnitten und 
schneidet sie den andern in zwei Punkten, so trifft ihr Gegenscbaitt 
keinen derselben. 

§. 46. Berührt eine Hyperbel eine andere in einem Punkt ond 
schneidet sie ausserdem in zwei Punkten , so treffen sich die Gegen- 
schnitte dieser Hyperbeln nicht. 

§. 47. Berührt eine Hyperbel eine andere in einem und schnei- 
det sie ausserdem noch in einem Punkt, so treffen sich die Gegen- 
schnitte höchstens in einem Punkt. 

§. 48. Berühren sich zwei Hyperbeln in einem Punkt, sq treffen 
sich ihre Gegenschnitte höchstens in zwei Punkten. 

§. 49. Berührt eine Hyperbel jeden von zwei Gegenschnitten In 
einem Punkt, so trifft ihr Gegenschnitt keinen derselben« 

§. 50. Berühren zwei Gegenschnitte zwei andere je in einem 
Punkt, so treffen sie sich in keinem andern. 

§. 51. Berührt eine Hyperbel eine andere in zwei Punkten, so 
treffen sich ihre Gegenschnitte nicht. 

§. 52. Berühren sich zwei Hyperbeln in einem Punkt, so dasa 
sie auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, so treffen sich ihre 
Gegenschnitte nicht. 

§. 53. Ein Paar Gegenschnitte kann von einem sondern höchstens 
in vier Punkten geschnitten werden. 

§. 54. Hat ein Paar Gegenschnitte mit einem andern einen Be- 
rührungspunkt, so haben sie ausserdem höchstens zwei Schneidungs- 
punkte. 

§. 55. Hat ein Paar Gegenschnitte mit einem andern zwei Be- 
rührungspunkte, so treffen sie sich ausserdem nicht. 

Fflnftes Buch. 

§§. 1 — 3. Das Quadrat einer Ordinate an der Achse einer Hy- 
perbel oder Ellipse ist gleich dem doppelten des Vierecks zwischen 

dieser Ordinate der Achse, der Tangente im Scheitel, die gleich — 

ist, und der von dem Endpunkt der letzteren nach dem Mittelpunkt 
gezogenen Linie. §. 1., wenn die Ordinate und die Tangente auf der- 
selben Seite des Mittelpunkts liegen, §. 2., wenn die Ordinate den Afit- 
telpunkt trifft, §. 3., wenn Ordinate und Tangente auf verschiedenen 
Seiten des Mittelpunkts liegen« 

§, 4» Von dem Punkt der Achse einer Parabel, der um -. 
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vom Scheitel abstebt, ist die Achse selbst die kürzeste Linie an den 
Umfang und die Strahlen zn beiden Seiten wachsen , je weiter sie sich 
▼on der Achse entfernen. Angabe des Unterschieds der Quadrate die- 
ser Strahlen. 

§. 5. Dieselbe Eigenschaft für die Hyperbel. 

§. 6. Dieselbe Eigenschaft; für die grosse Achse der Ellipse, bei 
welcher die längste von dem erhaltenen Funkt an den Umfang gehende 
Linie das andere Stück der grossen Achse ist. 

§. 7. Auch für Punkte der Achse, die dem Scheitel näher als 

— liegen, gelten dieselben Behauptungen. 

§. 8. Von einem Punkt O der Achse einer Parabel, der um mehr als 

— vom Scheitel absteht, ist der Strahl der kürzeste, dessen Projektion 

auf die Achse nach dem Scheitel zu liegt und gleich — ist. Die Strah- 

len an beiden Seiten wachsen, je mehr sie sich von dem kürzesten 
entfernen. Angabe des Unterschieds ihrer Quadrate. 

§. 9. Bei der Hyperbel ist unter denselben Annahmen der Strahl 
der kürzeste, dessen Endpunktsordinate die Strecke zwischen dem Mit- 
telpunkt C und in dem Verhältniss t : r theilt. Das Uebrige findet 
wie in §. 8. Statt. 

§. 10. Für die grosse Achse einer Ellipse finden dieselben Eigen- 
schaften für den Strahl Statt, dessen Endpunktsordinate die verlängerte 
CO in dem Verhältniss t : r theilt. 

§. 11. Unter den vom Mittelpunkt einer Ellipse an den Umfang 
gehenden Strahlen ist die halbe grosse Achse der längste, die halbe 
kleine der kürzeste. 

§. 12. Unter den von eineth Punkt einer nach den vorigen Sätzen 
bestimmten Minimallinie ausgehenden Strahlen ist das Stück der Mi- 
nimiallinie selbst der kürzeste und an beiden Seiten die entfernteren 
länger als die näheren. 

§. 13. Umkehrung von §. 8. nebst der Behauptung, dass jede 
Minimallinie nach dem Scheitel zu einen spitzen Winkel bildet. 

§. 14. Ufflkehrung zu §. 9. nebst der Behauptung, dass die Mi- 
nimallinie mit der Achse nach dem Scheitel zu einen spitzen Winkel 
bildet. 

§. lö. Umkefarung zn §. 10. nebsj; der Behauptung, dass die Mi- 
ninttillinie bei der Ellipse mit der grossen Achse nach dem Mittelpunkt 
zn einen stumpfen Winkel bildet. 

§§. 16 — 18. Von einem Punkt der kleinen Achse einer Ellipse, 
der von einem Scheitel um das halbe zugehörige latus rdctum entfernt 
ist, ist die längste Linie an den Umfang dieses Stück der kleinen 
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Achse selbst and die zu beiden Seiten liegenden Strahlen nehmen ab 
je weiter sich ihre Endpunkte von dem des längsten entfernen; dear 
kürzeste ist also das andere Stück der kleinen Achse. Angabe des 

Unterschieds der Quadrate der Strahlen, §. 16., wenn -^ kleiner, §. 17., 

wenn es gleich, §. 18., wenn es grösser als die kleine Achse ist. 

§. 19. Von einem Punkt der kleinen Achse, der um mehr als — ^ 

von einem Scheitel nach innen zu entfernt ist, ist das Stück der klei- 
nen Achse gleichfalls die längste Linie an den Umfang. 

§. 20. Von einem Punkt O der kleinen Achse, der um weniger als 

-^, aber mehr als die halbe kleine Achse von einem Scheitel nach 
2 

innen zu entfernt ist, ist die längste Linie an den Umfang die, deren 

Endpunktsordinate die verlängerte OC in einem Punkt B so trifft, dass 

OBiCBnsa r^ : t^ ist. 

§. 21. Unter den von einem Punkt auf der Verlängerung einer 
nach dem vorigen Satze bestimmten Maximallinie ausgehenden Strahlen 
ist der längste die verlängerte Maximallinie selbst. 

§. 22. Umkehrung von §. 20. nebst der Behauptung, dass die 
Maximallinie mit der kleinen Achse nach dem Mittelpunkt zu einen 
spitzen Winkel bildet. 

§. 23. Das Stück einer nach §. 20. bestimmten Maximallini^^ 
zwischen der grossen Achse und dem Umfang ist eine Minimallinie. 

§§. 24 und 25. Von einem Punkt im Umfang eines Kegelschnitts 
können nicht zwei Minimallinien ausgehen. §. 24. für die Parabel, 
§. 25. für Ellipse und Hyperbel. 

§. 26. Von einem Punkt im Umfang einer Ellipse kann nur eine 
Maximallinie ausgehen. 

§. 27 — 29. Eine von einem Punkt des Umfangs eines Kegel- 
schnitts ausgehende Minimallinie steht senkrecht auf der Tangente in 
diesem Punkt; §. 27. für die Parabel, §. 28. für die Ellipse und Hy- 
perbel. §. 29. enthält noch einen andern Beweis. 

§. 30. Eine von einem Punkt des Umfangs einer Ellipse aus- 
gehende Maximallinie steht senkrecht auf der Tangente in diesem 
Punkt. 

§. 31. Ein Loth, das in einem Punkt des Umfangs auf einer 
von demselben ausgehenden Minimallinie errichtet wird, ist eine Tan- 
gente. 

§. 32. Ein Loth auf der Tangente in ihrem Berührungspunkt ist 
eine Minimallinie. 

§, 33, Ein Loth, das in einem Punkt des Umfangs eines Kegel- 
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Schnitts auf einer von demselben ausgehenden Maximallinie errichtet 
wird, ist eine Tangente. 

§. 34. Von einem Punkt, der ausserhalb eines Kegelschnitts auf 
einer verlängerten Minimal- oder Maximallmie liegt, ist diese Verlän- 
gerung selbst der kürzeste Strahl an den Umfang. 

§§. 35 und 36. Jede von einem Funkt der Achse ausgehende 
MinimalUnie macht mit derselben einen grösseren Winkel als die von 
einem dem Scheitel näher liegenden ausgehende. §. 35. für die Para- 
bel, §. 3b. für Hyperbel und Ellipse. 

§, 37. Bei der Hyperbel ist der spitze Winkel zwischen einer 
Minimallinie und der Achse kleiner als das Complement des halben 
Asymptotenwinkels. 

§. 38. Zwei Minimallinien, die von Punkten des Umfangs auf 
derselben Seite der Achse ausgehen, schneiden sich jenseit der Achse. 

§. 39. Zwei von Punkten einer durch die kleine Achse gebildeten 
Ellipsenhälfte ausgehende Maximallinien schneiden sich, ehe sie die 
kleine Achse erreichen. 

§. 40. Zwei in Punkten desselben Quadranten einer Ellipse ge- 
zogene Minimallinien schneiden sich in dem Raum des rechten Winkels, 
der auf der andern Seite der grossen, aber auf derselben Seite der klei- 
nen Achse liegt als jener Quadrant. 

§. 41. Bei der Parabel treffen die über die Achse hinaus verlän- 
gerten Minimallinien den Umfang zum zweiten Mal. 

^. 42 und 43. Ist bei einer Hyperbel die Hauptachse kürzer als 
ihr zugehöriges latus rectum, so trifft keine MinimaUinie in ihrer Ver- 
längerung über die Achse die Hyperbel zum zweiten Mal; ist aber das 
Entgegengesetzte der Fall, so lässt sich eine Minimallinie finden, die 
der Asymptote parallel ist, auf deren einer Seite dann die Minimallinien 
liegen, welche über die Achse verlängert die Hyperbel treffen. 

§§. 44 und 45. Gehen von einem Punkt unter der grossen 
Achse eines Kegelschnitts zwei Minimallinien durch dieselbe an den 
Umfang (bei der Ellipse durch dieselbe Hälfte derselben), so kann von 
diesem Punkt durch die Achse überhaupt bei Parabel und Hyperbel, 
durch dieselbe Hälfte der Achse bei der Ellipse, keine dritte Minimal- 
linie gezogen werden. In Punkten des Umfangs zwischen den ersten 
beiden MinimaUinien liegen die von dort ausgehenden Minimallinien 
dem zagehörigen Scheitel der grossen Achse näher als die von densel- 
ben Punkten nach O gehenden Strahlen, in den übrigen Punkten ver- 
halt es sich umgekehrt. §. 44. für die Parabel, §. 45. für Hyperbel 
und Ellipse. 

§. 46. Von einem Punkt der kleinen Achse einer Ellipse oder 
ihrer Verlängerung kann durch die eine Hälfte der grossen Achse hin- 
durch an den Umfang höchstens eine Maximallinie gezogen werden und 
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die zwischen dieser nnd der kleinen Achse befindlichen Strahlen liegen 
von dem zugehörigen Scheitel der grossen Achse entfernter als die in 
ihren £)ndpunkten ausgehenden MinimalliiiieB ; für die übrigen aber 
verhält es sich umgekehrt 

§.47. Vier an Punkten derselben Hälfte einer Ellipse gezogene 
Ikßnimalltnien treffen sich nicht in einem Punkt. 

§. 48, Drei Maximallinien an demselben Quadranten einer EUipte 
können nicht in einem Punkt zusammentrefen. 

§§. 49 und 50. Von einem Punkt 0, dessen auf die Achse ge- 
fällte Ordinate auf dieser vom Scheitel ab nach innen ein kleineres 

Stück als — abschneidet, kann zwischen dieser Ordinate und dem 

Scheitel keine Minimallinie durch die Achse an den Umfang gei^ogen 
werden und die an den Umfang gezogenen Strahlen liegen dem Sch^^- 
tel näher als die von ihren Endpunkten ausgehenden Minimallinien. 
§. 49. für die Parabel, §. 50- für Hyperbel und Ellipse. 

§§. 51 und 52. Für einen Punkt O, dessen auf die Achse' gefüllte 
Ordinate OH auf dieser vom Scheitel nach innen zu ein grösseres Stück als 

— abschneidet, lässt sich eine Länge W bestimmen, so dass, wenn 

0H:> W keine Minimallinie, wenn OH= W eine und wenn OR <C W 
zwei Minimallinien durch die grosse Achse und bei der Ellipse durch 
die von der Ordinate getroffene Hälfte derselben an den Umfang ge- 
zogen werden können. Im letzten Fall liegen die zwischen den beiden 
Minimallinien befindlichen Strahlen vom Scheitel entfernter als die in 
ihren Endpunkten ausgehenden Minimallinien, in allen übrigen Fällen 
verhält es sich umgekehrt. §. 51. für die Parabel, §.52. für Eliipee 
und Hyperbel. 

§. 53. Von einem Punkt O der verlängerten kleinen Halbachse 
BC^ für welchen OD: CD nicht kleiner als AB:r ist, kann durch die 
grosse Achse hindurch keine Minimallinie an den Umfang gezogen 
werden und die von O ausgehenden Strahlen liegen dem zugehörigen 
Scheitel der grossen Achse näher als die von ihren Endpunkten aufl- 
gehenden Minimalliuien. 

§. 54, Ist unter denselben Voraussetzungen OD : CD kkiner als 
AB : fy so kann durch jede Hälfte der grossen Achse eine MinimalHnie 
an den Umfang gezogen werden und die zwischen dieser und der klei- 
nen Achse befindlichen Strahlen liegen von dem entsprechentten Schei- 
tel der grossen Achse entfernter als die in ihren Endpunkten ausgehen- 
den Minimallinien, die andern näher. 

§§^ 55 — 57. Von einem Punkt unter der einen Hälfte der grossen 
Achse einer Ellipse kann diorch deren andere Qälfte immer eine ufi4 
»nr eine MinimaUinie an den Umfang gezogen werden. 
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§§. 58 — 61. Von einem Funkt ausserhalb eines Kegelschnitts an 
denselben eine MinimaUinie zu ziehen. §. 58. für die Parabel, §. 59. 
für die £llipse und für die Hyperbel, im Fall die Ordinate des Punktes 
die der Hyperbel zugewandte Hälfte der grossen Achse trifffc, §• 60. für 
die Hyperbel» im Fall die Ordinate den Mittelpunkt trifft, §.61. für 
dea Fall, in dem sie die der Hyperbel «bgewandte Hälfte der grossen 
Achse trifft. 

§§. 62 und 63. Von einem beliebigen Punkt innerhalb eines Ke- 
gelschnitts eine Minimallinie an den Umfang zu ziehen. §. 62. für die 
Parabel, §. 63. für Hyperbel und Ellipse. 

§§• 64 — 67. Von einem Punkt un'terhalb der Achse eines Kegel- 
schnitts, dessen Verbindungslinie mit dem Scheitel einen spijizen Winkel 
mit der Achse .bildet, und von dem keine oder nur eine Minimallinie 
durch die Achse an den Umfang gezogen werden kann, ist jene Linie 
nach dem Scheitel die kürzeste unter allen, die durch die Achse an 
den Umfang gehen; und die andern wachsen, je weiter sie sich von 
dieser entfernen. . §. 64. für die Parabel und den Fall, dass keine Mi- 
nimallinie möglich ist. §§. 65 und 66. dasselbe für Hyperbel und 
Ellipse. §. 67. für Parabel und Hyperbel, wenn eine Minimallinie mög- 
lieh ist. 

§§. 68 — 70. Von zwei Tangenten an einer Parabel, Hyperbel oder 
eibo^m Quadranten einer Ellipse, die bis an ihren Durchschnitt verlän- 
gert sind, ist diejenige kürzer, deren Berührungspunkt dem Scheitel am 
nächsten liegt. §. 68. für die Parabel, §. 69. .für die Hyperbel, §. 70. 
für den Quadranten einer Ellipse. 

§. 71. Von zwei Tangenten an zwei Quadranten einer Ellipse, 
die in einem Scheitel der kleinen Achse zusammenstossen, ist diejenige 
kürzer, deren Berührungspunkt die kürzere Ordinate hat. 

§. 72. Unter den Strahlen, die von einem solchen Punkt unter 
der Achse einer Parabel oder Hyperbel ausgehen, von dem zwei Mini- 
maUinien durch die Achse an den Umfang gezogen werden können, ist 
die dem Scheitel zunächst gelegene Minimallinie die längste; vom Schei- 
tel bis zu diesem Maximum hin wachsen die Strahlen, von da bis zur 
andern Minimallinie nehmen sie ab und dann wachsen sie wieder ohne 
Unterbrechung. 

§. 73. Gebt von einem Punkt anter der grossen Achse einer 
Ellipse nur eine Minimallinie durch dieselbe an den Umfang, so ist 
diese das Maximum der an die obere Hälfte der Ellipse gehenden 
Strahlen. 

§. 74. Gehen unter denselben Umständen zwei Minimallinien 
durch die Achse an den Umfang, so ist diejenige, welche die kleine 
Achse durchschneidet, das Maximum der Strahlen, von welchem ab 
nach beiden Seiten hin bis zu den Scheiteln die Strahlen abnahmen» 
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§. 75. €rehen endlich drei Minimallinien durch die grosse Achse, 
so sind die beiden äusseren Maxima, die mittlere ein Minimum, und 
von den beiden ersten diejenige länger, die die kleine Achse durch- 
schneidet. 

§. 76. Geht von einem Funkt der kleinen Achse selbst oder 
ihrer Verlängerung ausser der kleinen Achse selbst keine Minimallinie 
durch die grosse Achse an den Umfang, so ist das Stück der kleinen 
Achse selbst das Maximum der Strahlen. 

§. 77. Geht aber auf jeder Seite der kleinen Achse eine Mini- 
mallinie, so ist das Stück der kleinen Achse ein Minimum und die 
seitlichen Minimallinien sind Maxima. 

Sechstes Bqch. 

Erklärungen. 

§. 1. 2wei Parabeln sind congruent, wenn ihre latent recta gleich 
sind und umgekehrt. 

« 

§. 2. . Zwei Hyperbeln oder Ellipsen sind congruent, wenn die za 
den Hauptachsen gehörigen Rechtecke congruent sind. 

§. 3. Verschiedenartige Kegelschnitte können nicht congruent sein. 

§§. 4 und 5. Jede durch den Mittelpunkt einer Ellipse gehende 
Linie theilt die Ellipse in zwei congruente Theile. 

§. 6. Wenn ein Theil eines Kegelschnitts mit einem Theil eines 
andern congruent ist, so sind die ganzen Kegelschnitte congruent. 

§. 7. Die Abschnitte einer Parabel oder Hyperbel, welche zwischen 
den Endpunkten derselben verlängerten Ordinaten zu beiden Seiten der 
Achse liegen, sind congruent. 

§. 8. Abschnitte, die entweder zwischen denselben verlängerten 
Ordinaten zu beiden Seiten der grossen Achse oder zu beiden Seiten 
der kleinen Achse zwischen solchen Ordinaten liegen, die gleiche Ab- 
stände vom Mittelpunkt haben, sind congruent. 

§. 9. In congruenten Schnitten decken sich solche Bogen, deren 
Endpunktsordinaten gleiche Abstände von den Scheiteln der Achsen 
haben, andere nicht. 

§,10. Wenn Schnitte nicht congruent sind, können auch nicht 
irgend welche Theile derselben congruent sein. 

§.11. Alle Parabeln sind unter sich ähnlich. 

§. 12. Hyperbeln oder Ellipsen sind ähnlich, wenn es die zu den 
Hauptachsen gehörigen Rechtecke sind und umgekehrt, 

§. 13. Hyperbeln oder Ellipsen sind ähnlich, wenn es die zo 
irgend zwei Durchmessern gehörigen Bechtecke sind und die zugehö- 
rigen Ordinaten gleiche Winkel mit ihren Durchmessern bilden. 
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§. 14. Eine Parabel kann weder einer Ellipse noch einer Hyper- 
bel ahnlich sein. 

§. 16. Eine Hyperbel kann nicht einer Ellipse ähnlich sein. 

§. 16. Gegenschnitte sind unter sich ähnlich und gleich. 

§§.17 und 18. Wenn an ähnlichen Kegelschnitten zwei solche 
Tangenten gezogen werden, die gleiche Winkel mit den Achsen bilden, 
nnd wenn auf den nach den Berührungspunkten gehenden Durchmessern 
von diesen Punkten nach innen zu Stücke abgeschnitten werden, die 
sich wie die Tangenten verhalten, so schneiden die durch die «End- 
punkte dieser Stücke gezogenen Parallelen mit den Tangenten ähnliche 
Segmente ab. §. 17. für die Parabel, §. 18. für Hyperbel und Ellipse. 

§§. 19 und 20. Ausser den in den §§. 7 und 8. erwähnten con- 
graenten und also auch ähnlichen Abschnitten einer Parabel, Hyperbel 
oder Ellipse können nicht zwei Abschnitte eines solchen Kegelschnitts 
unter sich ähnlich sein. 

§§. 21 und 22. Segmente zweier Parabeln, ähnlicher Hyperbeln 
oder Ellipsen sind ähnlich, wenn die zu ihren Endpunktsordinaten ge- 
hörigen Abscissen sich wie die latera recta der Schnitte verhalten. 

§§. 23 nnd 24. In unähnlichen Schnitten ist kein Theil des einen 
ähnlich einem Thcil des andern, seien die Schnitte nun gleichartig, 
§. 23., oder ungleichartig, §. 24. 

§. 25. Kein Theil eines der drei Kegelschnitte ist ein Kreis- 
bogen. 

§§. 26 und 27. Parallele Ebenen geben in demselben Kegel ähn- 
liche, aber nicht congruente Hyperbeln oder Ellipsen. 

§§. 28 — 30. In einem gegebnen geraden Kegel einen Schnitt zu 
finden, der congruent einem gegebenen Kegelschnitt ist. §. 28. für die 
Parabel, §. 29. für die Hyperbel, §. 30. für die Ellipse. 

§§. 31 — 33. Einen geraden Kegel zu finden, der ähnlich einem 
gegebenen ist und einen gegebenen Kegelschnitt enthält. §. 31. für 
die Parabel, §. 32. für die Hyperbel, wobei die Beschränkung eintritt, 
dass das Quadrat der Achse des Kegels zum Quadrat des Halbmessers 
der Grundfläche kein grösseres Verhältniss haben darf als das latus 
transversum zum latus rectum, §. 33. für die Ellipse^ 



Acht Lemmata des Abdolmelek von Schiras zum 

siebenten Buch. 

Siebentes Buch. 

§. 1. Das Quadrat einer vom Scheitel einer Parabel an den Um- 
fang gezogenen Linie ist gleich dem Rechteck aus der Projection der- 
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selben auf die Achse und der Summe aus dieser Frojection und dem 
latus rectum^ 

§. 2. Theilt man das latus transversum AB einer Hyperbel durch 
einen Punkt D, so dass 

ÄDiBD^riAB 

isi| und zieht von A eine Linie AE an den Umfang der Hyperbel, deren 
Endpunktsordinate EF ist, so ist 

ÄE^:FA'FD = AB:BD. 

§. 3. Dasselbe gilt für die Ellipse, wenn D auf der verlängerten 
Achse AB liegt. 

§. 4. Bei Hyperbel oder Ellipse verhält sich das Quadrat des 
Stücks einer Tangente zwischen dem Berührungspunkt und der grossen 
Achse zu dem Quadrat des damit parallelen Halbmessers wie das Stück 
der Achse zwischen Tangente und Ordinate des Berührungspunkts za 
dem zwischen dieser Ordinate und dem Mittelpunkt. 

§. 5. Das latus rectum irgend eines Durchmessers einer Parabel 
ist gleich dem der Hauptachse, vermehrt um das vierfache Stück dieser 
letzteren zwischen ihrem Scheitel und der Ordinate vom Scheitel des 
Durchmessers. 

§. 6. Theilt man das latus transversum AB einer Hyperbel durch 
zwei Funkte D und Ej so dass 

AD:BD=:AE:BE=r:ÄBj 

zieht von A eine Linie AK an den Umfang und die Ordinate KL, so 
verhält sich das Quadrat des mit AK parallelen Durchmessers FG zum 
Quadrat des ihm conjugirten HI wie LE : LD. 

§. 7. Dasselbe gilt für die Ellipse, wenn D und E auf den Ver- 
längerungen von AB über A und JB hinaus liegen. 

§. 8. Unter denselben Voraussetzungen ist 

AB^ : {FO'\-ffiy=:BD'LE: {LE + ^LD • LE)^, 

§. 9. Desgleichen 

AB^ : {FG — Hiy x=BD-LE'. {LE — ^LD • LE)^, 

§. 10. Desgleichen 

AB^ : FG . HI= BD : ^LD - LE. 

§. 11. Desgleichen 

AB^ : FG^ + -fir/2 =r BD : LD + LE, 

§. 12. Bei der Ellipse ist die Summe der Quadrate zweier con- 
jugirter Durchmesser gleich der Summe der Quadrate der Achsen. 

§. 13. Bei der Hyperbel ist der Unterschied der Quadrate con- 

jugirter Durchmesser gleich dem Unterschied der Quadrate der Achsen. 

§. 14. Bei der Ellipse ist unter Beibehaltung obiger Bezeichnung: 

AB^ : FG^ — m^ =BD:2 CL, 
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§. 15. Ist, ^ das zu J^ gehörige latas rectum, so ist bei Hyper- 

1»^ und Ellipse: 

ÄB^ : p2 == BD*LE'.LD\ 

§. 16. Desgleichen 

AB^ : {FG — p)» = BD . LE:{LE — LD)^. 
§. 17. Desgleichen 

AB^ : {FG + p)2 =zBD'LE : (Z^ -|- /,2))>. 
§. 18. Desgleichen 

AB^:FO'p==BD:LD. 
§. 19. Desgleichen 

JLB2 : FG^ + p2 = jBZ) . i^: i/)« + LF^. 

§. 20. Desgleichen 

^52 : FG^ "p^^zBD- LE : LE^ — iD«. 

§§, 21 — 23. Ist bei einer Hyperbel die, Querachse grösser als die 
conjugirte zweite Achse, so ist auch jeder Querdurchmesser grösser als 
sein conjugirter, das Verhältniss des ersten zum zweiten Durchmesser 
ist für die Achse am grössten und für entferntere Durchmesser kleiner 
als für nähere; ist aber die Querachse kleiner als ihre conjugirte, so 
findet gerade das Umgekehrte Statt, und sind die Achsen einer Hy- 
perbel gleich , so ist auch jeder Durchmesser gleich seinem conjugirten. 

§. 24. Bei der Ellipse ist das Verhältniss eines Durchmessers zu 
seinem conjugirten für die grosse Achse am grössten und für entfern- 
tere Durchmesser kleiner als für nähere. 

§§. 25 — 28. Summe und Produkt zweier conjugirten Durchmesser 
sind bei Ellipse und Hyperbel für die Achsen ein Minimum und wach- 
sen, je mehr sich die Durchmesser von den Achsen entfernen, der Un- 
terschied dagegen ist für die Achsen ein Maximum und fällt, je mehr 
sich die Durchmesser von den Achsen entfernen. 

§. 29 und 30. Der Unterschied der Quadrate zweier conjugirten 
Durchmesser ist bei der Hyperbel, die Summe derselben bei der Ellipse 
eine constante Grösse. 

§. 31. Der Inhalt eines einer Ellipse oder conjugirten Gegen- 
schnitten umschriebenen Parallelogramms ist eine constante Grösse. 

§. 32. Bei der Parabel ist das latus rectum für die Hauptachse 
ein Minimum und wächst für die übrigen Durchmesser, je weiter sie 
sich von der Achse entfernen. 

§§. 33 und 34. Dasselbe findet für die Hyperbel Statt, wenn die 
Hauptachse nicht küeiner als das zugehörige latus rectum oder doch 
nicht kleiner als dessen Hälfte ist. 

§. 35. Wenn aber die Hauptachse kleiner als das halbe zugehö- 
rige latus rectum ist, so lässt sich auf jeder Seite derselben ein Durch- 
messer bestimmen, dessen latus rectum ein Minimum ist, und dann ist 
das zur Achse gehörige ein Maximum. 
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§. 36. Der Unterschied zwischen einem Durchmesser and seinem 
zagehörigen latus rectum ist bei der Hyperbel für die Hauptachse ein 
Maximum und nimmt nach beiden Seiten zu ab. 

§.37. Bei der Ellipse ist dieser Unterschied für jede der beiden 
Achsen ein Maximum und zwar für die kleinere Achse das grössere, 
für die gleichen conjugirten Durchmesser ist er Null. 

§. 38 — 40. Die Summe der Seiten des zu einem Durchmesser 
gehörigen Bechtecks ist bei der Hyperbel sowohl dann, wenn die Haupt- 
achse AB grösser als ihr zugehöriges latus rectum r ist, als wenn AB 
wenigstens nicht kleiner als ir ist, für die Hauptachse ein Minimum, 
wenn aber AB:>ir ist, so giebt es jederseits einen Durchmesser, für 
welchen diese Grösse ein Minimum ist, und für die Achse ist sie dann 
ein Maximum. 

§. 41. Bei der Ellipse ist diese Summe für die grosse Achse ein 
Minimum und für die kleine Achse ein Maximum. 

§§. 42 und 43. Das zu einem Durchmesser gehörige Bechteck 
ist bei Hyperbel und Ellipse für die Hauptachse ein Minimum und bei 
der Ellipse für die kleine Achse ein Maximum. 

§§. 44 — 46. Die Summe der Quadrate der Seiten des zu einem 
Durchmesser gehörigen Rechtecks ist bei der Hyperbel für die Haupt- 
achse ein Minimum, wenn entweder dieselbe nicht kleiner als ihr zu- 
gehöriges latus rectum oder doch ihr Quadrat nicht kleiner als die 
Hälfte des Quadrats des Unterschieds zwischen ihr und ihrem latus 
rectum ist; wenn aber letzteres der Fall ist, so lässt sich auf jeder 
Seite der grossen Achse ein Durchmesser bestimmen, für den diese 
Grösse ein Minimum ist , für die Achse ist diese Grösse dann ein 
Maximum. 

§§. 47 und 48. Bei der Ellipse ist diese Grösse für die grosse 
Achse ein Minimum, so lange 

wenn aber 

so lässt sich auf jeder Seite der grossen Achse ein Durchmesser be- 
stimmen, für den diese Grösse ein Minimum ist, für jede der beiden 
Achsen ist dann diese Grösse ein Maximum. 

§§. 49 und 50. Der Unterschied der Quadrate der Seiten des zu 
einem Durchmesser gehörigen Bechtecks ist bei der Hyperbel, wenn 
AB >■ r ist, für die Hauptachse ein Minimum, doch steigt diese Grösse 
überhaupt nicht über das Doppelte dieses Minimums, wenn aber JB<:r 
ist, so ist diese Grösse für die Achse ein Maximum, bleibt jedoch immer 
grösser als das Doppelte des Unterschieds zwischen dem zur Achse ge- 
hörigen Bechteck und dem Quadrat der Achse. 
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§. 51. Bei der Ellipse ist dieselbe Grösse für jede der beiden 
Aebsen ein Maximam und für die gleichen conjugirten Durchmesser 
gleich Null. 

Achtes Buch« 

Wiederhergestellt von Halle 7. 

§. 1. Wenn ein Durchmesser, sein Scheitel und sein zugehöriges 
latus rectum für eine Parabel und der Scheitel eines beliebigen an- 
dern Durchmessers gegeben sind, das zu letzterem gehörige latus rectum 
zu finden. 

§. 2. Wenn ein Durchmesser, sein Scheitel und sein zugehöriges 
latus rectum für eine Parabel, und eine beliebige Länge p gegeben 
sind, den Durchmesser zu finden, dessen latus rectum gleich p ist. 

§. 3. Wenn ein Durchmesser und sein zugehöriges latus rectum 
für eine Hyperbel so wie ein beliebiger anderer Durchmesser gegeben 
sind, das letzterem zugehörige latus rectum zu finden. 

§. 4. Dieselbe Aufgabe als §. 3. für die Ellipse. 

§. 5. Aus den gegebenen Seiten des zur Achse einer Hyperbel 
gehörigen Rechtecks und einer gegebenen Länge den Durchmesser, der 
diese Länge hat, so wie Grösse und Lage des zugehörigen conjugirten 
Durchmessers und des zugehörigen latus rectum zu finden. 

§. 6. Dieselbe Aufgabe als §. 5. für die Ellipse. 

Anm. Da bei allen folgenden Aufgaben die Achse und ihr zugehöriges 
latus rectum als gegeben angenommen werden, so sagen wir statt dessen kurz 
„aus AB ^ r" etc. 

§. 7. Aus AB^ r und einem Verhältniss p : q diejenigen conjugir- 
ten Durchmesser einer Hyperbel zu finden, deren Verhältniss gleich 
p : q ist. 

§. 8. Dieselbe Aufgabe als §. 7. für die Ellipse. 

§. 9. Aus ABy r und einer Länge p diejenigen conjugirten Durch- 
messer einer Hyperbel zu finden, deren Summe gleich p ist. 

§. 10. Dieselbe Aufgabe als §. 9. für die Ellipse. 

§. 11. Aus AB, r und einer Länge p diejenigen conjugirten Durch- 
messer zu finden, deren Unterschied gleich p ist. 

§. 12. Dieselbe Aufgabe als §. 11. für die Ellipse. 

§. 13. Aus ABf r und einer Fläche p^ diejenigen conjugirten 
Durchmesser einer Hyperbel zu finden, deren Produkt gleich p^ ist. 

§. 14. Dieselbe Aufgabe als §. 13. für die Ellipse. 

§. 15. Aus AB^ r, p^ die coi^ugirten Durchmesser einer Hyper- 
bel zu finden, deren Summe der Quadrate gleich p^ ist. 

§. 16. Dieselbe Aufgabe als §. 15. für die Ellipse, wenn statt 
der Summe der Quadrate der Unterschied der Quadrate zweier conju- 
girten Durchmesser gegeben ist. 

Apollonius, Kegelschnitte. 23 
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§. 17. Aus AB, r und uinem Winkel « diejenigen conjugirten 
Durchmesser einer Hyperbel zu finden, die den Winkel « mit einander 
bilden. 

§. 18. Dieselbe Aufgabe als §. 17. für die Ellipse. 

§. 19. Aus AB, r, p denjenigen Durchmesser einer Hyperbel zu 
finden, dessen latus rectum gleich p ist. 

§. 20. ' Dieselbe Aufgabe als §. 19. für die Ellipse. 

§.21. Aus AB, r und einem Verhältniss p:q den Durchmesser 
einer Hyperbel zu finden . der sich zu seinem latus rectum wie p : 9 
verhält. 

§. 22. Dieselbe Aufgabe als §. 21. für die Ellipse. 

§. 23. Aus AB, r, p den Durchmesser einer Hyperbel zu finden, 
der sich von seinem latus rectum um die Länge p unterscheidet 

§. 24. Dieselbe Aufgabe als §. 23. für die Ellipse. 

§. 25. Aus AB, r, p den Durchmesser einer Hyperbel zu finden, 
der mit seinem latus rectum die Summe p giebt. 

§. 26. Dieselbe Aufgabe als §. 25. für die Ellipse. 

§. 27. Aus AB, r, p^ den Durchmesser einer Hyperbel zu finden, 
dessen zugehöriges Rechteck gleich p^ ist. 

§. 28. Dieselbe Aufgabe als §. 27. für die Ellipse, 

§§. 29 und 30. Aus AB, r, p^ den Durchmesser einer Hyperbel 
zu finden, dessen Quadrat mit dem seines latus rectum die Summe 
jö* hat, erstens, im Fall AB> r (§. 29.), zweitens, wenn AB<:r (§. 30.). 

§. 31. Dieselbe Aufgabe als §. 29. für die Ellipse. 

§. 32. Aus AB, r, p^ denjenigen Durchmesser einer Hyperbel zu 
finden, dessen Quadrat sich von dem seines latus rectum um p* unter- 
scheidet. 

§. 33. Dieselbe Aufgabe als «i. 32. für die Ellipse. 
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Anm. Die einzelnen Sätze sind hier unter denselben Nummern aufge- 
fiihrt, die sie bei Newton haben, und befinden sich im ersten Buch de« ge- 
nannten Werkes unter einer Reihe von Sätzen, die sich auf die Bewegung 
eines Punktes beziehen. Dieselben können als eine Fortsetzung der Apollonischen 
Lefersätze betrachtet werden , auf welche sich ihre Beweise meist unmittelbar 
stüfssen. Wo indess ein solcher direkter Zusammenhang nicht von selbst Statt 
fand, ist er durch eingeschaltete Bemerkungen vermittelt worden. 

Lemma 14. Das Perpendikel vom Brennpunkt einer 
Parabel auf eine Tangente derselben gefällt ist gleich der 
mittleren Proportionale zwischen den Abständen des Brenn- 
punktes vom Scheitel der Parabel und dem Berührungspunkt 
der Tangente. 

Anm, Der Brennpunkt und die Leitlinie (Directrix) einer Parabel kom-Fig. i. 
men beim Apollonius nicht vor, doch folgt ans I. 11.» wenn vom Scheitel Ä 
einer Parabel auf der Achse nach beiden Seiten der vierte Theil des zugehö- 
rigen latus rectum nach innerhalb zu dem Punkt S, nach ausserhalb zu dem 
Punkt H abgeschnitten "wird, und ferner von einem beliebigen Punkt P des 
Umfangs eine Ordinate FO und eine Tangente FM an die Achse so wie die 
Linie FS und der Durchmesser TFG gezogen werden: 

FS^ = FO^ + SO^. = ^AS'AO + SO^ 
==4AJS^ + 4AS . SO + SO^ 
= (2AS-^S0)^ = M0\ 

Also ist FS= HO d. h. der Abstand eines beliebigen Punktes F der 
Parabel von dem Punkt S ist gleich dem Abstand desselben von dem in 3 
auf der Achse errichteten Loth, welches eine Haupteigenschafb der Parabel ist. 

Da femer AO = AM (L 35.), ist HO = SM, also nach dem Vorigen 
auch FS = SM TmA /_FMS-=^ /:iMFS, da aber ZP3f/S^= / JfPF ist, so 
erhellt der Satz, dass die Tangente der Parabel den Winkel zwischen dem Durch- 
messer und dem nach dem Brennpunkt gehenden Strahl halbirt, welcher Satz für 
die Parabel analog dem in III. 48. für Ellipse und Hyperbel Bewiesenen ist« 

Sei ausser den in der Anmerkung erwähnten Bezeich- 
nungen noch SN das Loth von S auf die Tangente PMy 
welche nach dem eben Bewiesenen die Mitte von PM treflFen 
musS; so ist zu zeigen^ dass SN^ = SA • SP. 

Da A die Mitte von MO ist, muss NA parallel PO und 
also lothrecht auf MO sein, mithin ist SN'^ = SA • SM, und 
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da, wie oben gezeigt ist, SM= SP ist, auch SN^ = SA • SP. 
q. e. d. 

Coroll. 1. Es ist also 

PS2 :'Sm=PS:SA. 

Coroll. 2. Da ^^4 einen festen Werth hat, ist StP 
proportional PS. 

Coroll. 3. Der Durchschnitt einer beliebigen Tangente 
mit dem vom Brennpunkt darauf gefällten Loth befindet sich 
auf der Tangente im Scheitel der Parabel. 

lieber die AufliodoBg parabolischer^ elliptischer oder hyper- 
bolischer Bahnen, wenn ein Brennpunkt gegeben ist« 

Fig. 2 a Lemma 15. Wenn von den Brennpunkten S, Ä" einer 
Ellipse oder Hyperbel nach irgend einem Punkt V z^wei 
Linien gezogen werden, von denen die eine jffF gleich der 
grossen Achse ist, so ist das auf der Mitte T der andern 
Linie errichtete Loth eine Tangente des Kegelschnitts, und 
umgekehrt, wenn ein Loth auf der Mitte der einen Linie eine 
Tangente ist, so muss die andere gleich der grossen Achse sein. 
Sei R der Punkt, in welchem das in T errichtete Loth 
HV oder dessen Verlängerung schneidet, und werde SR ge- 
zogen, so liegt, weil SR = VR ist, R auf dem Kegelschnitt 
und TR berührt denselben, -weil / TRS = Z.TRV ist 
(in. 48., 51., 52.). Umgekehrt, wenn TR den Kegelschnitt 
berührt, kann es ihn erstens nur im Durchschnitt mit HV 
berühren, weil nur für diesen Punkt die Summe HR-\'SR 
ein [Minimum ist, mithin ist dann wegen der Congruenz der 
Dreiecke TRS und TRV die Linie RS = RV, also HV= HR 
+ RS. q. e. d. 

i'-io 1(1-19 §. 18. Aufgabe 10. Wenn ein Brennpunkt und die 

Hauptachsen gegeben sind, eine Ellipse oder Hyperbel tn 
beschreiben, welche durch gegebene Punkte geht oder ge- 
gebene Gerade berührt. 
Fig. 3. Sei S der gegebene Brennpunkt, AB die Hauptachse, 

P ein Punkt, durch welchen ein Kegelschnitt gehen soll, TR 
eine Gerade, die er berühren soll. Man beschreibe um P 
mit AB — SP, wenn eine Ellipse, und mit AB -{- SP, wenn 
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eine Hyperbel verlangt ist, einen Kreis. Auf die Linie TR 
ftUe man von 8 ein Loth ST, verlängere es um sich selbst 
bis V und beschreibe mit AB um V einen Kreis. Auf diese 
Weise findet man, sowohl wenn zwei Punkte P, p oder zwei 
Tangenten TR, tr oder ein Punkt P und eine Tangente TR 
gegeben sind, zwei Kreise. Man nenne deren Durchschnitt H 
und beschreibe für S und H als Brennpunkte AB als grosse 
Achse einen Kegelschnitt,- so ist die Aufgabe aufgelöst; denn 
der erhaltene Kegelschnitt geht durch P und p, weil ÄP-j- PH 
oder SP — PH und Sp -\- pH oder Sp — pH gleich JB sind, 
und berührt die Geraden TR und tr nach dem vorigen Lemma. 

§. 19. Aufgabe 11. Eine Parabel zu beschreiben, die 
einen gegebenen Brennpunkt hat und durch gegebene Punkte 
geht oder gegebene Linien berührt. 

Sei S der gegebene Brennpunkt, P ein Punkt, TR eine Fig. 4. 
Tangente der gesuchten Parabel. Um P beschreibe man mit 
PS einen Kreis, auf TR fälle man von S ein Loth ST und 
verlängere es um sich selbst bis V. 

Auf dieselbe Weise ist ein anderer Kreis zu beschreiben, 
wenn noch ein Punkt p, und ein anderer Punkt v zu finden, 
wenn noch eine Tangente gegeben ist. Dann ziehe man 
eine Gerade FI, welche die beiden Kreise berührt, im Fall zwei 
Punkte P, p gegeben waren, oder die Punkte V, v verbindet, 
wenn zwei Tangenten gegeben waren, oder eine Tangente 
von V an den einen Kreis ist, wenn ein Punkt und eine 
Tangente gegeben waren. Fälle dann von S auf FI ein 
Loth SI, halbire es in K und beschreibe für den Scheitel K, 
die Achse KS und den Brennpunkt S eine Parabel, so ist 
dies die verlangte. Denn diese geht durch P, weil SP gleich 
dem Loth PF von P auf die Gerade FI ist, und berührt die 
Gerade TR nach Lemma 14. CoroU. 3., weil ST= TF und 
/_8TR ein rechter Winkel ist. 

§. 20. Aufgabe 12. Für einen gegebenen Brennpunkt 
einen Kegelschnitt von gegebener Gestalt zu beschreiben, der 
durch gegebene Punkte geht und gegebene Gerade berührt 

A n m. Da zur Auflösung dieser Aufgabe die auf die Leitlinie der Ellipse Pig. 5. 
oder Hyperbel beziehliche Eigenschaft gebuiucht wird, welche sich beim Apol- 
lonios nicht findet, so folgt hier die Ableitung dieser Eigenschaft aus den 
Lehrsätzen des Apollonius. Seien S , H die Brennpunkte , G der Mittelpunkt, 
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Äj B die Scheitel der Hauptachse, P ein Punkt des Umfange einer Ellipse« 
von welchem letzteren die Ordinate PI und die Tangente PK bis an die 
Hauptachse gezogen sind, und bezeichne der Kiirze halber a die halbe Haupt- 
achse, 6 die halbe Länge SH^ so ist, da nach HI. 48. PK den Aussen winkel 
an der Spitze von SPH halbirt, 

1) PS'.PHz=zSK;HK, 

woraus componendo, da nach IH. 52. PS'{- PH=^'ia ist, entsteht: 

2) PÄf : 2a = 8K', SK + HK= CK— e : 2 CK. 

Es ist also 

e • a 



3) PS=:a — 



CK 



a* 



oder da nach I. 37. CK= — ist, erhält man 

CI 



4) 



a a \ e f 



wenn also auf der verlängerten Achse CA ein Punkt Q- bestimmt wird, so 



a« 



dass CG = — ist, so ist 
e 

5) PS = 1'IG, 

d. h. der Abstand eines Punktes P der Ellipse von einem Brennpunkt verhält 
sich zum Abstand desselben Punktes von dem in G auf der Achse errichteten 
Loth wie die Entfernung der Brennpunkte von einander zur grossen Achse. 

Auf ganz ähnliche Weise erhält man die Eigenschaft fiir die Hyperbel, 
bei welcher die Tangente PK den Innenwinkel des Dreiecks SPH halbirt, 
und nur die Zeichen auf der rechten Seite der Zeilen (2), (3), (4) umgekehrt 
herauskommen. 

Fig. 6. Erster Fall. Für den gegebenen Brennpunkt S einen 

Kegelschnitt ADE von gegebener Gestalt zu beschreiben, der 
durch die gegebenen Punkte D und E geht. 

Man ziehe SD und SE und bestimme zwei Längen DK, 
EL, so dass 

SD:DK = SE:EL = e:a 

(d. i., da das Verhältniss der Achsen — = a? gegeben ist; wie 



a 



\/l — 0?^ : 1 bei der Ellipse und wie yi + a?^ : 1 bei der Hy- 
perbel), beschreibe mit D um DK, um E mit EL einen 
Kreis, ziehe eine gemeinschaftliche Tangente dieser Kreise, 
fälle darauf von S ein Loth SG und theile 8G durch einen 
innern Punkt A und einen äussern JB, so dass 

GA:SA= GS : SB = DK:SD 
ist, so sind A, B die Endpunkte der grossen Achse des ver- 
langten Kegelschnitts. Denn nennt man noch H den zweiten 
Brennpunkt desselben, so ist, da 
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GA:SA = GB:SB, auch 
GB—GA:SB — SA = GA:SA = a:e, d.i. 

AB:SH=a:e, 

also hat der erhaltene Kegelschnitt die verlangte Grestalt, und 
da ausserdem 8D : DK, SE : EL dasselbe Verhältniss haben 
als eiOy so geht der Kegelschnitt auch durch die Punkte D 
und E. 

Zweiter Fall. Für einen gegebenen Brennpunkt Srig. 7. 
einen Kegelschnitt von gegebener Gestalt zu beschreiben, 
der zwei gegebene Gerade TR, tr berührt. Man falle vom 
Brennpunkt S auf die Linien TR, tr Lothe ST, st und ver- 
längere sie um sich selbst zu den Punkten V. und v , ziehe 
Vv und errichte in seiner Mitte ein Loth; theile ferner VS 
durch einen innem Punkt K und einen äussern k, so dass 

VK:SK= Vk:Sk=:a:e 

ist, und beschreibe über Kk als Durchmesser einen Kreis, so ist 
ein Durchschnittspunkt H desselben mit dem in errichteten 
liOth der zweite Brennpunkt und VH die Länge der grossen 
Achse für den gesuchten Kegelschnitt. Denn dieser hat die 
verlangte Gestalt, da nach einem bekannten Ortssatz das 
Verhältniss VHiSH gleich dem gegebenen Verhältniss a:e 
ist, wodurch die Gestalt des Kegelschnitts bestimmt wird, 
und er berührt die Geraden TR, tr nach Lemma 15. 

Dritter Fall, Für einen gegebenen Brennpunkt S 
einen Kegelschnitt von gegebener Gestalt zu beschreiben, 
der eine gegebene Gerade TR in einem bestimmten Punkt 
R berührt. 

Man falle von S auf TR ein Loth ST und verlängere 
es um sich selbst bis V, ziehe VR, theile VS durch einen 
innem Punkt K und durch einen äusseren k, so dass 

VKiSK= Vk:Sk = a:e 

ist, beschreibe um Kk als Durchmesser einen Kreis, der die 
nöthigenfalls verlängerte VR in H trifft, so ist der Kegel- 
schnitt, dessen Brennpunkte S und H sind und für welchen 
VH die Länge der grossen Achse angiebt, der verlangte, 
denn seine Gestalt ist durch das Verhältniss SH : HV be- 
stimmt^ welches dem gegebenen Achsenverhältniss ent- 
spricht, er berührt die Gerade TR nach Lemma 15. und 
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geht durch R, weil HR dtz SR = HVy d.i. gleich der grossen 
Achse ist. 

Fig. 8. Vierter Fall. Für einen gegebenen Brennpunkt S 

einen Kegelschnitt APB zu beschreiben ^ der eine gegebene 
Gerade TR bettihrt, durch einen ausserhalb dieser Gerad«i 
liegenden Punkt P geht und ähnlich dem Kegelschnitt ajA 
ist^ dessen grosse Achse ab und dessen Brennpunkte s und 
h sind. 

Fälle von S auf TR ein Loth ST und verlängere es um 
sich selbst bis F, trage die Winkel VSP, SVP an «A, erste- 
ren an 8, letzteren an h aU; so dass ein Dreieck ahq entsteht; 
beschreibe um q mit eine^r Länge (c einen Kreis, die durch 
die Proportion SV:SP=ab:w bestimmt ist, nenne p den 
einen Durchschnittspunkt 4i6S6s Kreises mit dem Kegelschnitt 
apby ziehe sp und von S eine Linie SHj welche mit SP 
einen Winkel PSH = p8h bildet und deren Länge durch die 
Proportion 

8p:8h = SP:SH 

bestimmt wird, so ist der Kegelschnitt, für den S, Ä die 
Brennpunkte und VH die Länge der Hauptachse sind, der 
verlangte. 

Man ziehe noch 8v, so dass Z.^8p = Z^h8q und 

8q :8h=: spisv 
ist, so sind die Dreiecke 8vh und spq ähnlich, also ist 

vh :pq = sh : 8q, 
und folglich wegen Aehnlichkeit der Dreiecke shq, SVP auch 

vhipq = SV: SP= ab ipq, 

mithin ist vh = ab. Wegen Aehnlichkeit der Dreiecke VSB 
und V8h ist 

VH:SH=vh:8h, 

also die Gestalt des erhaltenen Kegelschnitts ähnlich der des 
gegebenen; wegen Aehnlichkeit der Dreiecke SPH und 8ph 
geht nun der erhaltene Kegelschnitt auch durch den Punkt 
P und er berührt die Gerade TR nach Lemma 15. 

Anm. Da die letzte Aufgabe durch die Durchschnittspunkte eines 
Kreises mit einem Kegelschnitt aufgelöst werden muss, kann man auch 
folgendermassen verfahren. Man construire erstens den Kreis, dessen Punkte 
von S und V Abstände haben, die in dem gegebenen Verh'altniss e : a steheO) 
sodann für V und P als Brennpunkte nnd JSP als Länge der grossen Achse 
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eino Hyperbel, wenn der gesuchte Kegelschnitt eine KlHpse, und eine Ellipse, 
wenn derselbe eine Hjrperbel ist, nenne einen der Durchscbnittspunkte des so 
erhaltenen Kegelschnitts mit dem vorerwähnten Kreis Hy so sind S and H die 
Brennpunkte, VH die Länge der Hanptachse für den gesachten Kegelschnitt; 
dieser hat die verlangte Gestalt, weil VH und 8H das fiir a : e gegebene Ver- 
haltniss haben, berührt TB nach Lemma 15. nnd geht durch P, weil wegen 
des Kegelschnitts, auf dem -H" liegt, entweder VH^PH=SP^ also VH=8P 
+ PH oder VH + PH= PS, also VH=PS^ PH ist. 

Lemma 16. Von drei gegebenen Punkten nach einem 
vierten gesuchten Punkte Linien zu ziehen, deren Differen- 
zen entweder gegeben oder gleich Null sind. 

Erster Fall. Seien A, B, C die gegebenen, Zvig.d. 
der gesuchte Punkt und die Differenzen AZ — BZ = /?, 
AZ — CZ=q gegeben. 

Weil AZ — BZ gegeben ist, liegt Z auf einer Hyperbel, 
deren Brennpunkte A und B sind und deren Hauptachse 
gleich p ist; seien 3f, N also die Scheitel der Achse und P 
ein Punkt auf MN, so dass 

PM:MA = MN:AB 

ist, und in P ein Loth auf MN errichtet, und sei ZR der 
Abstand des Punktes Z von diesem Loth, so ist das Ver- 
hältniss 

ZR : ZA = MN : AB (BieheAnm. zu §.20.) 

also gegeben. Auf ähnliche Weise liegt Z auf einer Hyper- 
bel, deren Brennpunkte A mid C sind und deren Hauptachse 
gleich g ist, und man kann also ein Loth QS auf einem 
Punkt Q von AC errichten, so dass der Abstand ZS des' 
Punktes Z von diesem Loth zu ZA sich verhält wie g : AC* 
Da nun also die Verhältnisse ZR : ZA und ZA : ZS gegeben 
sind, ist auch ZR : ZS bekannt und folglich liegt Z auf einer 
construirbaren Geraden, die vom Schneidungspunkt T der 
Geraden RP und SQ ausgeht. Auf dieselbe Weise kann 
durch die Hyperbel, deren Brennpunkte B und C sind und 
deren grosse Achse p — j' ist, in Verbindung mit einer der 
fiüheren Hyperbeln eine zweite Gerade bestimmt werden, 
auf welcher Z liegen muss; mithin ist Z selbst als Durch- 
schnitt zweier construirbarer Geraden bekannt, q. e. d. 

Zweiter Fall Wenn zwei der drei Linien, z. Ä AZ 
und BZ einander gleich sind, so liegt Z in dem auf der 
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Mitte vou AB errichteten Loth und der andere geradlinige 
Ort kann wie iin vorigen Fall gefunden werden. 

Dritter Fall. Wenn die drei Geraden AZ, BZ, CZ 
gleich sein sollen, ist Z der Mittelpunkt des Kreises, der 
durch die Punkte Ay B, C geht. 

Anm. Es wird dieses Lemma auch in dem wiederhergestellten Liber 
tactionam des Apollonias gelöst. 

§. 21. Aufgabe 13. Einen Kegelschnitt zu beschreiben, 
dessen einer Brennpunkt gegeben ist, und der durch gege- 
> bene Punkte geht oder gegebene Gerade berührt. 

Sei ein Brennpunkt S, ein Punkt P und eine Tangente 
TR gegeben. Man falle auf die Tangente das Loth SR und 
verlängere es um sich selbst bis V, so ist SP der Unter- 
schied der Abstände des gesuchten zweiten Brennpunktes JB 
von den Punkten V und P. Wenn also mehrere Punkte 
oder Tangenten gegeben sind, so erhält man immer ebenso 
viele Linien PH oder VH, welche von der Achse entweder 
einen gegebenen Unterschied (wie SP) haben oder derselben 
gleich sind, und die also auch unter sich entweder gleich 
sind oder gegebene Unterschiede haben. Mithin ist aus drei 
Punkten oder Tangenten der andere Brennpunkt H nach 
dem vorigen Lemma zu finden. Aus den beiden Brennpunk- 
ten aber und der Länge der grossen Achse, die gleich HV, 
wenn eine Tangente gegeben ist, und wenn ein Punkt P 
gegeben ist, gleich SP+ PH im Fall einer Ellipse und gleich 
± (SP — PH) im Fall einer Hyperbel ist, kann der verlangte 
Kegelschnitt construirt werden. 

rig. 10. Scholium. Der Fall, in welchem drei Punkte gege- 

ben sind, kann folgendermassen schneller gelöst werden. 
Seien B, C, D die gegebenen Punkte; man ziehe CB und 
DC und verlängere diese Linien zu den Punkten JB, F, so dass 

EB:EC = BS:CS und 

FC:FD=:CS:DS 

ist, verbinde E mit F, fälle darauf von S und B Lothe SG, 
BI und bestimme in GS und seiner Verlängerung zwei Punkte 
A, fl, so dass GA:SA = Ga:Sa = BI: BS ist, dann sind A 
und wenn es vorhanden ist, a die Scheitel der Hauptachse 
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dea gesuchten Kegelschnitts, welcher je nachdem GA grösser, 
gleich oder kleiner als SA ist, eine Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel sein wird, in dem der Pimkt a im ersten Fall auf 
derselben Seite von GF als A liegt, im zweiten Fall im Un- 
endlichen liegt und im dritten auf der dem Punkt A ent- 
gegensetzten Seite von G liegt. 

Fällt man noch die Lothe CK und DL von C und D 
auf GF, so ist 

CK:BI=CE:BE—CSiBS, 
also auch 

CK:CS = BI:BS, 
und auf dieselbe Weise kann auch gezeigt werden, dass 

DL:DS = BI: BS ist, da aber 

BI:BS=GA:SA 
ist, liegen nach Anm. zu §. 20. die Punkte B, C, D auf dem 
Kegelschnitt, dessen Brennpunkt S und dessen Leitlinie GF 
ist. q. e. d. 

Eine hiervon nicht sehr verschiedene Art der Auflösung 
giebt der berühmte Geometer de la Hire im 25. Satz seines 
achten Buches über Kegelschnitte. 

VoD der CoDstraclioD der Kegelschnitte, wenn keiner der 

beiden Brennpunkte bekannt istt 

Lemma 17. Wenn von einem Punkt P eines Kegel- 
schnitts nach den vier nöthigenfalls verlängerten Seiten AB, 
CD, AC, BD eines demselben eingeschriebenen Vierecks eben 
80 viele Gerade PQ, PR, PS, PT unter gegebenen Winkeln 
gezogen werden, je eine an eine Seite, so hat das Rechteck 
PQ • PR aus zwei an gegenüberstehende Seiten des Vierecks 
gezogenen Linien zu dem aus den beiden andern PS'PT ein 
festes Verhältniss, 

Erster Fall. Seien zuerst die von P an die Seiten Pig. n. 
gezogenen Geraden jedesmal einer der Gegenseiten parallel, 
nämlich PQ und PR der Seite AC und PS und PT der 
Seite AB und ausserdem zwei Gegenseiten AC und BD des 
Vierecks unter sich parallel. 

Die Gerade, welche die Mitten der Seiten AC imd BD 
verbindet; ist dann ein Durchmesser des Kegelschnitts und 
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halbirt ausserdem die Linie RQ] ist also O diese Mitte von 
RQ, so ist PO eine Ordinate für den erwähnten Durchmes- 
ser; und verlängert man PO um sich selbst bis K, so ist OK 
die Ordinate nach der entgegengesetzten Seite des Durch- 
messers; und da die Punkte A, B, K auf dem Kegelschnitt 
liegen und PK die Linie AB unter einem unveränderlichen 
Winkel schneidet; so ist nach Ap. III. 17. und 18. 

PQQKiAQQB 
ein festes Verhältniss. Aber es ist QK:=:::PR, da sie Unter- 
schiede gleicher Längen sind; mithin ist 

PQQK=PQPRy 
und da ausserdem 

AQ'QB = PS'PT 
ist; erhellt; dass auch 

PQ'PRiPS'PT 
ein festes Verhältniss ist. 

Zweiter Fall. Seien nun die Seiten AC und BD des 
Vierecks nicht parallel, übrigens aber dieselben Voraussetzun- 
gen als oben. 
Fi$. 12. Man ziehe eine Parallele von B mit AC, bis sie den 
Kegelschnitt in d, die Linie ST in / triflFt; ferner von D eine 
Parallele mit CA, welche AB in N schneidet; ziehe Cd^ die 
die PQ in r, DN in M schneidet. Wegen Aehnlichkeit der 
Dreiecke BTt, DBN ist Bi oder 

PQ:Tt=DN:BN, 
und es ist ausserdem 

Rr:AQ=zDM:AN, 
mithin; wenn man zusammensetzt; 

PQ'Rr:AQ'Tt = DM'DN: AN- BN, 
nach Fall 1. ist aber 

PQPr:PSPtz=zDM'DN:ANBN, also auch 
PQ . Br : PS . r/= PQ . iV : PS . P/ 
oder durch Subtraction der correspondirenden Glieder 

PQ'PR:PS'PT=PQ'Pr:PS'Pi = DM'DN:AN'BN, 
alsO; da das letzte Verhältniss constant ist; hat auch 

PQ . Pß : PSf . PT 
einen unveränderlichen Werth. 
Fig. 13. Dritter Fall. Angenommen endlich; dass die Linien 
PQ, PR, PS, PT den Seiten AC, AB nicht parallel, sondern 
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unter bestimmten Winkeln an die Seiten des Vierecks gezo- 
gen sind, so ziehe man Pg, Pr parallel AC und P#, Pt pa- 
rallel AB an die Seiten des Vierecks, dann sind, da die 
Winkel der Dreiecke PQq, PRry PSs, PTi gegeben sind, auch 
die Verhältnisse PQ : % PÄ : Pr, PS : P*, PTiPi von unver- 
änderlichem Wertb, also auch die zusammengesetzten Ver- 
hältnisse 

PQ • PR : i^ . Pr und 
PS'PTiPs'Pt. 
Da aber nach Fall (2) 

PqPr.Ps'Pt 

ein festes Verhältniss ist, muss auch 

PQ.PÄ:Pg-Pr 
einen unveränderlichen Werth haben. 

Lemma 13. Wenn unter denselben Voraussetzungen 
das Verhältniss 

PQ'PRiPS'PT 
einen festen Werth hat, so befindet sich der Punkt P auf 
einem Kegelschnitt, der durch die Ecken des Vierecks ABDC 
geht. 

Man denke sich einen Kegelschnitt durch die vier Fig. i4. 
Punkte Ay By D, C und einen der unendlich vielen Punkte 
Pf die der gestellten Bedingung genügen, welcher p heisse, 
beschrieben, so wird behauptet, dass sich P immer auf 
diesem Kegelschnitt befinden muss. Wäre dies nicht der 
Fall, so ziehe man APy welche den vorhergedachten Ke- 
gelsehnitt in einem andern Punkt als P, etwa in b trefi^e. 
Wenn nun von den Punkten p und b an die Seiten des 
Vierecks ABCD unter den gegebenen Winkeln die Linien 
pq, pr, p8y ptj bkf to, te, bd gezogen werden, so ist 

pq 'pr :p8 'pi=bk ' ba?:bz ' bd, 
also müsste auch 

PQ'PR:PS'PT = bk'ba?:bZ'bd 
sein. Wegen Aehnlichkeit der Vierecke PQ^S, bkAz ist aber 

PQ:P8z=zbk:bz, 
also müsste auch 

PR:PT=bx:bd 
sein und also wären die gleichwinkligen Vierecke bxDdy 
PRDT ähnlich und ihre Diagonalen Di, DP raüssten zu- 
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sammenfallen^ dann fällt aber auch der Punkt b in den Durch- 
schnitt der Geraden APj DP, d. h. mit dem Punkt P zu- 
sammen ^ und es ist sonach gezeigt; dass der Punkt P, wo 
man ihn auch annimmt) immer auf dem gedachten Kegel- 
schnitt liegt. 

Gorollar. Wenn drei Gerade PQ, PR, PS von einem 
Punkt P an drei feste Linien AB, CD, AC unter gegebenen 
Winkeln gezogen werden und PQ-PR zu. PS^ in einem festen 
Verhältniss steht , so befitdet sich P auf einem Kegelschnitt, 
der die Geraden AB und CD in den Punkten A und C be- 
rührt und umgekehrt. Denn denkt man sich die Linie BD 
der AC sich nähern und mit ihr zusammenfallen; während 
die Lage der Geraden AB, AC, CD unverändert bleibt, und 
seien PT und PS unter solchen Winkeln gezogen, dass sie 
in einer Linie zusammenfallen, so geht das Rechteck PS 'FT 
zuletzt in PS^ über und die Geraden AB, CD, die vorher den 
Kegelschnitt in den Punkten A und B, C und D schnitten, 
werden ihn in den Punkten A und C, mit welchen B und D 
zusammengefallen sind, berühren. 

Scholium. Der Name Kegelschnitt wird in diesem 
Lemma in weiterem Sinne gebraucht, so dass darunter auch 
der durch den Scheitel des Kegels gelegte, aus zwei gera- 
den Linien bestehende, und der kreisförmige, der Grundfläche 
parallele, verstanden werden. Denn wenn der Punkt P in 
eine der Geraden fällt, welche die Punkte A, B, C, D ver- 
binden, so verwandelt sich der Kegelschnitt in zwei Gerade, 
deren eine die erwähnte Linie ist, in welche der Punkt P 
fällt, und deren andere die Verbindungslinie der beiden übri- 
gen von den vier Punkten A, B, C, D ist. Wenn zwei ge- 
genüberliegende Winkel des Vierecks ABDC zwei Rechte 
betragen, die vier Linien PQ, PR, PS, PT entweder senk- 
recht oder doch unter gleichen Winkeln an die Seiten ge- 
zogen werden und das Rechteck PQ'PR dem Rechteck I^'PT 
gleich ist, so ist der Kegelschnitt ein Kreis. Dasselbe tritt 
ein, wenn die Linien PQ, PR, PS, PT in beliebigen Winkeln 
an die Seiten gezogen sind und das Rechteck PQ • PR zu 
dem Rechteck PS • PT sich verhält wie das Produkt aus den 
Sinus der Winkel S und T, unter welchen die Linien PS 
und PT an die Seiten des Vierecks gezogen sind, zu dem 
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Produkt aus den Sinus der Winkel Q und R, unter denen 
PQ und PR gezogen sind. In den übrigen Fällen ist der 
Ort des Punktes P eine der drei Gestalten, welche gewöhn- 
lich Kegelschnitt genannt werden. Anstatt des Vierecks 
ABDC kann auch ein sogenanntes überschlagenes Viereck 
genommen werden, worin nämlich zwei Gegenseiten sich 
nach Art von Diagonalen durchschneiden. Es können auch 
von den Punkten Ay B^ C, D einer oder zwei in's Unendliche 
sich entfernen und die in diesen Punkten zusammenlaufenden 
Seiten parallel werden, in welchem Fall der Kegelschnitt 
diurch die übrigen Punkte geht und nach der Eichtung der 
Parallelen sich in's Unendliche erstreckt 

Lemma 19. Einen Punkt P von der Eigenschaft zu 
finden, dass, wenn von ihm vier Geraden PQy PR^ PSy PT 
unter gegebenen Winkeln an die Seiten ABy CD, AC^ BD 
eines gegebenen Vierecks gezogen werden, das Rechteck 
PQ • PR zu dem Rechteck PS • PT ein gegebenes Verhält- 
niss hat. 

Man ziehe von der Ecke A aus eine beliebige Linie AHy mg. 15. 
in welcher der Punkt P gesucht werden soll; seien H und / 
die Durchschnittspunkte der Linien BD und CD mit AH, 
Weil nun die Winkel der Dreiecke PAQ und PAS bekannt 
sind, sind auch die Verhältnisse PQiPA und PA: PS, also 
auch PQ : PS gegeben ; dividirt man nun das für 

PQ'PRiPS'PT 
gegebene Verhältniss durch dieses für PQiPS bestimmte, so 
erhält man ein Verhältniss für PR : PT, und multiplicirt man 
hiermit die durch die Winkel der Dreiecke P/R, PHT gleicli- 
falls gegebenen Verhältnisse PIiPR und PTiPH, so erhält 
man das Verhältniss für PI: PH, durch welches der Punkt 
P selbst gegeben ist. 

Cor oll. 1. Man kann hiernach auch in einem belie- 
bigen Punkt D an den Ort der Punkte P eine Tangente 
ziehen, denn die Sehne PD geht, wenn die Punkte P und D 
zusammenfallen, d. h. wenn AH durch den Punkt D geführt 
wird, in die Tangente in D über. Li diesem letzten Fall 
wird aber das Verhältniss der verschwindenden Strecken IP 
und PH wie vorher gefunden. Man ziehe also von C eine 
Parallele mit AD, welche die verlängerte BD in F trifft, und 

ApollonioB, Kegelschnitte. 24 
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theile diese Parallele nach dem wie oben für /P: PH bestimm- 
ten Verhältniss durch einen Punkt Ey dann ist DE die Tan- 
gente in D, weil CF und die verschwindende IH parallel und 
in den Punkten P und E proportional getheilt sind. 
Fig. 16. Cor oll. 2. Es kann ferner hiernach der Ort sämmt- 

licher Punkte P näher bestimmt werden. Durch einen der 
Punkte Ay B, C, D, etwa durch A, ziehe man die Tangente AE 
des Orts, und durch einen andern B eine Parallele damit, deren 
Durchschnitt F mit demselben das Lemma finden lehrt; halbire 
dann BF in G, so ist AG die Lage eines Durchmessers, fiir 
welchen BG, FG zugehörige Ordinaten sind. Sei nun H der 
Durchschnitt von -4G mit dem Ort, so ist AH der erste 
Durchmesser oder das latus transversum, zu welchem sich 
das latus rectum verhält wie FG^ :AG rGH, Wenn AG den 
Ort nicht trifft, indem -^flT unendlich wird, Ist der Ort eine 
Parabel, deren Durchmesser AG und zugehöriges latus rectum 

—r^ ist. Wenn AG den Ort trifft, so ist derselbe eine Hy- 

perbel; in dem Falle, wo die Punkte A und H auf derselben 
Seite des Punktes G liegen, eine Ellipse, im Fall G zwischen 
A und H liegt, ausser wenn AGB ein rechter Winkel und 
zugleich BG^ = AG - GH ist, in welchem Fall der Ort ein 
Kreis ist. 

In diesem Corollar ist für das von Euclid begonnene 
und von Apollonius fortgesetzte Problem der vier Linien 
nicht die Auflösung durch Rechnung, sondern die geome- 
trische Construction enthalten. 
Fig. 17 Lemma 20. Wenn ein Parallelogramm ASPQ mit 
zwei Gegenecken A und P in einem Kegelschnitt liegt und 
die verlängerten Seiten AQ, AS denselben noch in den Punk- 
ten B und C treffen, von diesen Punkten B und C aber nach 
einem beliebigen fünften Punkt D des Kegelschnitts zwei 
Gerade BD, CD gezogen werden, die den verlängerten ge- 
genüberstehenden Seiten PÄ, PQ des Parallelogramms in den 
Punkten T und R begegnen, so haben die erhaltenen Ab- 
schnitte FR und. PT ein festes Verhältniss zu einander, und 
umgekehrt, wenn diese Abschnitte ein festes Verhältniss ha- 
ben, befindet sich der Punkt P auf einem Kegelschnitt, der 
durch die Punkte A, B, C, P geht. 
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Beweis des ersten Theils. Man ziehe BP, CP und 
durch D die Linie DG parallel mit AB und DK parallel mit 
AC und seien H, /, G die Durchschnittspunkte von DG mit 
BP, PQ, AC und E, F, K die von DK mit AB, CP, SP, so 
ist nach Lemma 17. 

1) DE'DFiDG'DH 
ein festes Verhältniss; es ist aber 

PQ:DE = PB:HB = PT:DH, also 

2) PQ:PT=DE:DH] 
femer ist 

PR : DF= CR:CD=z PS: DG, also 

3) PR:PS = DF:DG, 

mithin durch Zusammensetzung von (2) und (o) 

PQ'PR:PS'PT= DE'DF: DG • DH, 

und da PQ und fS feste Grössen sind, so folgt hieraus durch 
Vergleichung mit (1), dass auch PRiPT ein festes Verhält- 
niss ist. 

Beweis des zweiten Theils. Wenn PRiPT einen 
festen Werth hat, so erhält man auf ähnliche Weise zurück- 
schreitend; dass auch 

DE'DFiDGDG 

einen unveränderlichen Werth hat und also nach Lemma 18. 
der Punkt D auf einem Kegelschnitt liegt, der durch die 
Punkte A, B, C, P geht. 

Coro 11. 1. Hieraus folgt, dass, wenn JBC gezogen wird 
und PQ in r schneidet und wenn auf PT ein Stück Pt ab- 
geschnitten wird, so dass 

PR:PT—Pr:Pt 

ist, Bt die Tangente des Kegelschnitts im Punkt B ist. Denn 
denkt man sich den Punkt D dem Punkt B sich nähern und 
mit ihm zusammenfallen, so geht die verschwindende Sehne 
BD in die Tangente in B über und CD, BT fallen dann 
beziehlich mit CB, Bt zusammen. 

Coro 11. 2. Umgekehrt, wenn Bt eine Tangente in B 
ist ' und nach einem beliebigen Punkt D des Kegelschnitts 
Linien BD, CD gezogen werden, so verhalten sich die da- 
durch auf QP, SP erhaltenen Abschnitte PR : PT wie Pr: Pi 
oder auch, wenn PR und PT in dem Verhältniss Pr : Pt an- 

24* 
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genommen werden , so treffen sich BT und CR in einem 
Punkt D des Kegelschnitts. 

Cor oll. 3. Ein Kegelschnitt schneidet einen andern in 
nicht mehr als vier Punkten ; denn wenn es möglich ist, seien 
A, B, C, Pj fünf gemeinschaftliche Punkte zweier Kegel- 
schnitte, welche von der Geraden BD in zwei verschiedenen 
Punkten D und d getroffen werden, und sei p der Durch- 
schnitt von jPQ mit Ctf, so müsste 

PR:PT=Pp:PT, 
also PR und Pp einander gleich sein, was gegen die An- 
nahme ist. 
Fig. 18. Lemma 21. Wenn zwei bewegliche und unbegrenzte 

Gerade BMy CM, welche sich um die festen Punkte B und 
C wie um feste Pole drehen, mit ihrem Durchschnittspunkt 
M eine gegebene Gerade MN beschreiben und jedesmal zwei 
andere Gerade BD, CD, die mit den beiden vorigen an den 
Punkten B und C unveränderliche Winkel MBD und MCD 
bilden, gezogen werden, so beschreiben diese letzteren Ge- 
raden mit ihrem Durchschnittspunkt D einen Kegelschnitt, 
der durch die Punkte B und C geht. Umgekehrt, wenn 
zwei Gerade BD, CD, die sich um die festen Punkte B und 
C drehen, mit ihrem Durchschnittspunkt D einen Kegel- 
schnitt beschreiben, der durch die Punkte B, C, A geht, und 
Winkel DBM immer gleich ABC, Winkel DCM immer gleidi 
ACB ist, so beschreibt der Punkt M eine der Lage nach be- 
stimmte Gerade. 

Beweis des ersten Theils. Sei in der Geraden AW 
ein Punkt iV" gegeben und P der Punkt des Ortes von D, 
welcher dem Punkt N der Geraden MN entspricht. Man 
ziehe BN, CN, J5P, CP, ferner von P die Geraden PT, PR, so 
dass ZBPT= /BiVMund /CPR = /CJVilf ist, und nenne 
R den Durchschnitt von PR mit CD, T den von PT mit BD. 
Da nun nach Annahme die Winkel MBD und NBP gleich 
sind, so wie auch die Winkel MCD und NCP, so bleibt, wenn 
man die gemeinschaftlichen Winkel NBD, NCD abzieht, 
übrig Z^BM= Z_PBT und /^NCM^^PCR, also sind so 
wohl die Dreiecke NBM und PBT als auch die Dreiecke 
NCM und PCR unter sich ähnlich. Mithin ist a 

Pr:iVM=PB:iVB und 
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PR:NM=PC:NC. 

Die Punkte B, C, iV, P sind aber unveränderlich, mithin ha- 
ben PT und PR ein festes Verhältniss zu NM und also auch 
unter sich, weshalb nach Lemma 20. der Punkt D einen Ke- 
gelschnitt beschreibt, der durch die Punkte jB, C, P geht, 

Anm. Es scheint für die Anwendung des Lemma 20. noch bewiesen 
-werden zu müssen, dass der Punkt, in dem eine von B mit PT und eine von 
C HÜt FR gezogene Parallele zusammentreffen, gleichfalls dem Ort des beweg- 
lichen Punktes D angehört. Es erhellt aber aus der fortwährend bestehenden 
Aehnlichkeit der Dreiecke BPT und BNM, dass, wenn ersteres dadurch zu 
existiren aufhört, dass BT parallel PT wird, auch in letzterem BM parallel 
iVJf werden mnss, woraus denn folgt, dass auch (7iV!3f nicht existiren kann, 
sondern dass CM parallel NM sein muss, und ans der Aehnlichkeit der Dreiecke 
CNM und GPB ergiebt sich dann weiter, dass dann auch CB parallel PB 
ist, wodurch denn bewiesen ist, dass der Durchschnitt einer Parallelen von B 
mit PT und von C mit PB in der That der dem unendlich entfernten Punkt 
der Geraden MN entsprechende Punkt des Ortes von D ist. 

Beweis des zweiten Theils. Umgekehrt, wenn der 
bewegliche Punkt D einen Kegelschnitt durchläuft, der durch 
die Punkte B, C, A geht, und der Winkel DBM immer gleich 
dem gegebenen Winkel ABC, der Winkel DCM gleich dem 
gegebenen Winkel ACB ist, und wenn zu der Zeit, wo der 
bewegliche Punkt D in die zwei festen Punkte P und p fällt, 
der bewegliche Punkt M sich beziehlich in N und n befin- 
det, so ist die Gerade, welche die Punkte iV, n verbindet, 
der beständige Ort dieses beweglichen Punktes M. Denn 
wenn es möglich ist, bewege sich M in irgend einer krum- 
men Linie, so wird der Punkt D einen Kegelschnitt, der 
durch die Punkte B, C, A, P, p geht, beschreiben, während 
M, diese krumme Linie durchläuft. Aus dem schon Bewie- 
senen erhellt aber, dass der Punkt D auch einen durch die 
Punkte Bf C, Ay />, P gehenden Kegelschnitt beschreibt, wenn 
M die Gerade Nn durchläuft. Also müssten zwei verschie- 
dene Kegelschnitte durch dieselben fünf Punkte gehen, was 
nach CoroU. 3. des Lemma 20. unmöglich ist. Mithin ist 
bewiesen, dass der Punkt M unter den angegebenen Bedin- 
gungen die Gerade MN beschreibt, q. e. d. 

§. 22. Aufgabe 14. Einen Kegelschnitt durch fünf 
gegebene Punkte zu beschreiben. 

Seien fünf Punkte A, B, C, P, D gegeben. Von einem Fig. n. 
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derselben A ziehe man nach zwei andern B und C, welche 
Pole heissen mögen, die Geraden AB, AC und damit parallel 
durch ,P beziehlich die Geraden TPS, PRQ] dann ziehe man 
von den Polen B und C nach dem fünften Punkt D die 
Geraden BD, CD, die die zuletzt gezogenen Parallelen be- 
ziehlich in T und jR schneiden; endlich schneide man von 
PT, PR durch eine mit TR gezogene Parallele tr zwei Stücke 
Pi, Pr ab, welche dasselbe Verhältniss haben als PT und PR, 
so schneiden sich die Linien Bt^ Cr in einem neuen Punkt 
d des gesuchten Kegelschnitts; denn der Punkt d befindet 
sich nach Lemma 20. auf einem Kegelschnitt, der durch die 
Punkte A, B, Cy P geht, und wenn die Linien Rr, Tt ver- 
schwinden, g«ht d mit D zusammen; mithin geht der Kegel- 
schnitt durch die fünf Punkte A, B, C, P, D. q. e. d. 
Fig. 18. Andere Auflösung. Man verbinde drei der gegebe- 

nen Punkte, etwa A, B, C, und indem die festen Winkel 
ABC und ÄCB um die Pole jB und C gedreht werden, lasse 
man die Schenkel BA, CA zuerst in dem Punkt D und nach- 
her in P zusammentreffen und nenne die Punkte, in denen 
dann die andern Schenkel BL, CL jener Winkel zusammen- 
treffen, M und N, ziehe die Gerade MN und drehe die be- 
weglichen Winkel um die Pole B und C unter der Bedin- 
gung, dass der Durchschnitt m der Schenkel BL und CL 
immer in die Gerade MN fällt, so beschreibt der Durchschnitt 
d der beiden andern Schenkel BA und CA den verlangten 
Kegelschnitt. Nach Lemma 2L beschreibt der Punkt d eineii 
Kegelschnitt, der durch die Punkte B und C geht, und nach 
Construction muss, wenn m in die Punkte L, M, iV fallt, der 
Punkt d beziehlich in A, D, P sich befinden. Mithin be- 
schreibt derselbe einen Kegelschnitt, der durch die fünf Punkte 
A, B, C, D, P geht. q. e. f. 

Cor oll. 1. Hiernach kann man auch eine Tangente 
ziehen, die den Kegelschnitt in einem der gegebenen Punkte, 
z. B. in B berührt; denn wenn der Punkt d in den Punkt 
B fällt, geht die Gerade BD in die verlangte Tangente über. 

Cor oll. 2. Der Mittelpunkt, ein Durchmesser und sein 
zugehöriges latus rectum können nun gefunden werden wie 
im zweiten Corollar des 19. Lemma. 

Scholium. Die erste Construction wird etwas ein- 
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facher, wenn man BP zieht und darauf oder nöthigenfalls 
auf seiner Verlängerung einen Punkt p annimmt^ so dass 

Bp:BP=PR:PT 
ist, und dann durch p eine Parallele mit SPT zieht; nimmt 
man dann auf dieser Parallele ein Stück p^=: Pr und zieht 
O, Bdf so schneiden sich diese Linien immer in einem Punkt 
d des Kegelschnitts. Denn da PriPt, PRiPT, pB:PB, 
pd : Pt gleiche Verhältnisse sind, müssen iV und p^ immer 
einander gleich sein. Nach dieser Methode werden die Punkte 
des gesuchten Kegelschnitts am schnellsten gefunden, wenn 
man es nicht vorzieht, diesen wie in der zweiten Construction 
mechanisch zu beschreiben. 

§. 23. Aufgabe 15. Einen Kegelschnitt zu beschrei- 
ben, der durch vier Punkte geht und eine gegebene Gerade 
berührt. 

Erster Fall. Sei eine Tangente AB, der Berührungs-Fig. 19. 
punkt B derselben und drei andere Punkte C, D , P gege- 
ben. Man verbinde B mit C, ziehe von P eine Parallele 
PS mit BH und eine andere PQ mit BC, vollende das Paral- 
lelogramm BSPQ, ziehe dann BD, welches SP in T, und CD, 
das PQ in R schneidet; dann schneide man durch eine be- 
liebige Parallele fy* mit TR zwei Stücke fV, Pt ab. welche 
mit PR, PT proportional sind, so liegt nach Lemma 20. der 
Schneidungspunkt d der Geraden Cr, Bt immer auf dem ver- 
langten Kegelschnitt. 

Andere Auflösung desselben Falles. Man dreherig. 20. 
sowohl den der Grösse nach unveränderlichen Winkel CBH 
um den Pol B als eine gerade Linie um den Pol C und 
nenne M und N die Punkte, in welchen der Schenkel BC 
des beweglichen Winkels die durch B gehende Gerade schnei- 
det, w^nn der andere Schenkel dieses Winkels mit dieser 
Geraden in P und D zusammentrifft. Nachher lasse man 
jene durch C als Pol gehende Gerade und den Schenkel BC 
des um B als Pol gedrehten Winkels Immer auf der Geraden 
MN zusammeti treffen, dann beschreibt der Durchschnitt des 
andern Schenkels BH des beweglichen Winkels mit der durch 
C gehenden Geraden den verlangten Kegelschnitt. 

Denn wenn in den Constructionen der vorigen Aufgabe 
der Punkt A sich dem Punkt B nähert, so fallen die Linien 
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CA, CB zusammen und AB wird in seiner letzten Lage die 
Tangente HB, wodurch jene Constmctionen sich auf die hier 
beschriebene reduciren. Deshalb beschreibt also der Durch- 
schnitt des Schenkels BH mit der durch C gehenden Geraden 
einen Kegelschnitt, der durch die Punkte C, D, P geht und 
die Gerade BH in B berührt, q. e. f. 
Fig. 21. Zweiter Fall. Seien die Punkte B, Cy D, P und ^it 

Gerade HI gegeben, welche keinen derselben triflFt. Man 
verbinde B mit D, C mit P durch Gerade, die sich in G 
und die Tangente beziehlich in H und / treffen, und be- 
stimme auf HI einen Punkt A, so dass HA : AI sich verhält 
wie das Rechteck aus der mittleren Proportionale zwischen 
GP und GC und zwischen HD und HB zu dem Rechteck 
aus den mittleren Proportionalen zwischen GB und GD und 
zwischen IP und IC, so ist A der in der Tangente HI lie- 
gende Berührungspunkt. 

Zieht man durch H eine Parallele mit IP, welche den 
gesuchten Kegelschnitt in den Punkten Jl und Y trifft, so 
ist nach Ap. III. 16. und 17. 

HA^ : AI^ == HX* HY: IP-IC und 
HX' HY: HD'HB = GP- GCiGB- GD, also 
HA^ : AI'- = HD 'HB' GP- GCiIPICGB- GD. 
Ist nun auf diese Art der Punkt A gefunden, so kann der 
Kegelschnitt wie im ersten Fall construirt werden, q. e. f. 

Man kann den Punkt A zwischen H und / und ausser- 
halb dieser Punkte bestimmen und erhält sonach zwei ver- 
schiedene Auflösungen. 

§. 24. Aufgabe 16. Einen Kegelschnitt zu beschrei- 
ben, der durch drei Punkte geht und zwei gegebene Gerade 
berührt. 
Fig. 22. Seien die Tangenten HI und KL und die Punkte B, C, 

D gegeben. Man ziehe BD und CD und verlängere sie 
nöthigenfalls, bis erstere die Tangenten in H und K, letztere 
dieselben in / und L trifft, bestimme dann auf HK einen 
Punkt R, so dass 

ÄR2 : ÄK2 = BH'HDiBK'KD, 
und auf IL einen Punkt S, so dass 

IS^: LS2 = CI'ID:CL'LD 
ist, und zwar kann R beliebig zwischen H und K oder in 
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der verlängerten HK und eben so S beliebig auf LI selbst 
oder in seiner Verlängerung genommen werden. Ziehe nun 
RS, welche die Tangenten in A und P trifft, so sind A und P 
die Berührungspunkte des gesuchten Kegelschnitts. 

Denn man nehme an, dass A und P die gesuchten Berüh- 
rungspunkte in den Tangenten sind, und ziehe durch einen der 
vier Punkte H^ /, K, Ly z. B. durch / eine Parallele mit der 
andern Tangente KL, welche den gesuchten Kegelschnitt 
in X und Y treffe, und sei Z ein Punkt von lY, so dass 
IZ^=IX^IY ist, dann ist nach Ap. IIL 16. und 17. /X./Foder 
IZ^:LP^ = CI'ID:CL'LD = IS^:LS\ also IZ:LP=IS:LS, 
und folglich liegen die drei Punkte S, P, Z in gerader Linie. 
Ferner ist, wenn G der Schneidungspimkt der gegebenen 
Tangenten ist, IX' lY oder 

IZ^lIA^ = GP"" : GA^y also 
IZJA = GP.GAy 
und folglich liegen die drei Punkte P, Z, A in gerader Li- 
nie; also müssen auch die drei Punkte 8, P, A m gerader 
Linie sich befinden. Auf gleiche Weise kann aber auch 
gezeigt werden, dass die Punkte B, P und A in einer Ge- 
raden liegen. Mithin ist bewiesen, dass die Berührungspunkte 
A und P in der oben construirten Geraden RS liegen müs- 
sen. Nachdem diese aber gefunden sind, kann der gesuchte 
Kegelschnitt wie im ersten Fall der vorigen Aufgabe con- 
struirt werden. 

Lemma 22. Figuren in andere Figuren derselben Art 
zu verwandeln. 

Sei eine beliebige Figur HGI gegeben, welche umge-Fig. 23. 
wandelt werden soll. 

Man ziehe beliebig zwei parallele Linien AO , EL, die 
eine dritte beliebig gegebene Gerade AB in den Punkten A 
und B schneiden, und von einem beliebigen Punkt G der 
krummen Linie eine Parallele GD mit OA, bis sie AB in 
D schneidet, dann von einem beliebigen Punkt O der Gera- 
den AO die Gerade OD, welche BL in d trifft, und von d 
aus die Linie dg unter einem gegebenen Winkel mit BL und 
von solcher Länge, dass 

dg: Od = DG: OD 

ist, so ist g der dem Punkt G entsprechende Punkt der 
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neuen Figur hgi, in welche HGI umgewandelt werden soll; 
und auf dieselbe Art geben die einzelnen Punkte der ersten 
Figur eben so viele Punkte der neuen. Man denke also den 
Punkt G in stetiger Bewegung alle Punkte der alten Figur 
durchlaufen, so wird der Punkt g eben so in stetiger Bewe- 
gung alle Punkte der neuen Figur durchlaufen und also diese 
beschreiben. Des Unterschiedes halber heisse DG die erste 
Ordinate, dg die neue Ordinate, AD die erste Abscisse, ad 
die neue Abscisse, O der Pol, OD der beschreibende Radius, 
OA der erste Ordinatenradius, Oa, die Seite, durch welche das 
Parallelogramm OABa ergänzt wird, der neue Ordinatenradius. 
Es wird nun behauptet, dass, wenn der Punkt G eine 
gegebene gerade Linie durchläuft, der Punkt g gleichfalls 
eine gerade Linie beschreibt; wenn G einen Kegelschnitt be- 
schreibt, g gleichfalls einen solchen durchläuft, wobei der 
Kreis den Kegelschnitten zugerechnet wird. Ferner wenn G 
eine Linie der dritten Ordnung beschreibt, so durchläuft g 
gleichfalls eine Linie dieser Ordnung , und so werden auch 
bei Curven höherer Ordnungen, die Linien, welche G und g 
beschreiben, immer von derselben Ordnung sein. Denn es 
sind die Verhältnisse ad.OA, Od: OD, dg: DG, AB: AD unter 
sich gleich, woraus sich ergiebt, dass 

ad ' ad 

ist. Wenn nun der Punkt G eine gerade Linie beschreibt 
und demnach in einer Gleichung, die die Beziehung zwischen 
der Abscisse! AD und der Ordinate DG ausdrückt, die un- 
bestimmten Grössen AD, DG nur in der ersten Potenz vor- 
kommen, so entsteht aus dieser Gleichung, indem man — ^ — 

statt AD und —3-"^ ^^^^^ ^^ setzt, eine andere, in wel- 
cher die neue Abscisse ad und die neue Ordinate dg nur in 
der ersten Potenz vorkommen und welche daher eine gerade 
Linie bezeichnet. Wenn aber die erste Gleichung in Bezug 
auf AD und DG von der zweiten Dimension war, so ist es 
auch die neue Gleichung in Bezug auf ad und dg, und eben 
so für Gleichungen von der dritten oder einer höheren Di- 
mension. Es werden die unbestimmten Grössen AD, DG in 
der ersten stets auf eine gleich hohe Zahl von Dimensionen 
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aufsteigen als die Grössen ad, dg in der zweiten Gleichung 
und also die Linien, welche die Punkte G und ff beschrei- 
ben, von derselben analytischen Ordnung sein. 

Es wird ausserdem behauptet, dass, wenn eine Gerade 
die krumme Linie in der ersten Figur berührt und auf die- 
selbe Art als die krumme Linie iii eine neue Figur verwan- 
delt wird, die entsprechende Gerade auch in der neuen Figur 
eine Tangente der erhaltenen Curve ist, und umgekehrt. 
Denn wenn zwei Punkte der Curve in der ersten Figur sich 
einander nähern und zusammenfallen, so werden auch die 
entsprechenden Punkte der transformirten Figur sich einander 
nähern und zusammenfallen und also die Geraden, welche die- 
selben verbinden, zu gleicher Zeit in beiden Figuren Tan- 
genten der Curven werden. Es hätten die Beweise dieser Be- 
hauptungen auf eine mehr geometrische Art geführt werden 
können; doch ist das der Kürze halber nicht geschehen. 

Wenn also eine geradlinige Figur in eine andere ver- 
wandelt werden soll, so genügt es, die Durchschnittspunkte 
der Geraden, aus denen sie besteht, zu übertragen und die- 
selben in der neuen Figur durch gerade Linien zu verbinden. 
Wenn eine krummlinige transformirt werden soll, so müssen 
die Punkte, Tangenten und sonstigen geraden Linien, durch 
die die krumme Linie bestimmt wird, übertragen werden. 

Es dient aber dieses Lemma zur Auflösung schwierigerer 
Aufgaben, indem man die vorgelegten Figuren in einfachere 
umwandelt. Denn zwei sich schneidende Geraden werden 
in zwei Parallelen verwandelt, wenn man' als ersten Ordina- 
tenradius eine durch den Sehneidungspunkt dieser Geraden 
gehende Linie annimmt, weil dadurch dieser Schneidungs- 
punkt in der neuen Figur sich in's Unendliche entfernt und 
Linien, die nach einem unendlich entfernten Punkte gerichtet 
sind, parallel sind. Nachdem aber die Aufgabe in der neuen 
Figur gelöst ist, erhält man die verlangte Auflösung, wenn 
durch die umgekehrten Operationen die in der zweiten Figur 
erhaltene Lösung in die erste Figur zurückübertragen wird. 

Es ist dieses Lemma auch nützlich bei der Auflösung 
der Aufgaben höheren Grades (solidorum problematum). Denn 
so oft die Auflösung durch die Durchschnittspunkte zweier 
Kegelschnitte erhalten wird, kann einer derselben, wenn er 
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eine Hyperbel oder Parabel ist, in eine Ellipse verwandelt 
werden und dann wird die Ellipse leicht in einen Kreis um- 
gewandelt. Bei der Construction der Aufgaben vom zweiten 
Grade, die durch die Durchschnittspunkte einer Geraden und 
eines Kegelschnitts erhalten wird, verwandelt man diese leiclit 
in die Durchschnittspunkte einer Geraden mit einem Kreis. 

Anm. Chasles giebt in der 19. Note seiner Geschichte 
der Geometrie den Weg an, wie diese Newton'sche Trans- 
formation aus der Centralprojection herzuleiten und also die 
Beziehung, zwischen beiden Figuren geometrisch nachzuwei- 
sen ist, worauf auch Newton hinweist. 
Fig. 24. Man denke sich vor dem Auge, das sich in O befindet, 
zwei Ebenen, welche sich in einer Linie BZ schneiden, und 
zwar der Einfachheit wegen zunächst nur die durch BZ be- 
gränzten Halbebenen, welche einen spitzen Winkel mit ein- 
ander bilden, und in ' einer derselben eine Curve so wie in 
der andern die für den Augpunkt entworfene perspek- 
tivische Zeichnung derselben, und lege durch das Auge und 
den Punkt B eine Ebene, welche die vordere der beiden 
ersten Ebenen in der Geraden BLy die hintere in BI schnei- 
det. Diese Linien BL, BI nehme man nun zu Abscissen- 
achsen und zu Ordinaten die der Durchschnittslinie BZ pa- 
rallelen Linien in beiden Ebenen; sind also dg, DG zwei 
correspondirende Ordinaten aus der vorderen und hinteren 
Ebene, so ergiebt sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
Odg, ODG die Proportion 

Od:OD = dg:BG. 
Denkt man sich nun die beiden Ebenen mit den darin be- 
findlichen Figuren um die Abscissenachsen BL, BI gedreht, 
bis sie in die durch das Auge gelegte Ebene OBI hinein- 
fallen, und nimmt man noch ausserdem an, dass die Ebene 
OBI so gelegt war, dass /^ZBI= /_LBI ist, so erhält man 
die Newton'sche Figur. Denn da der Winkel, den die Or- 
dinaten in der hinteren Figur mit der Abscissenachse bilden, 
gleich /_LBZ ist, so werden nach der Drehung in diesem 
Fall die Ordinaten parallel mit BL werden, wie es die 
Newton'sche Figur verlangt. 

Es ist hierdurch also auf geometrische Weise gezeigt, 
dass die Eigenschaften, welche durch Perspective nicht ver- 
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loren gehen ^ als die Anzahl der Durchschnittspunkte einer 
Curve mit einer Geraden, die Eigenschaft einer Geraden, 
Tangente einer Curve zu sein, so wie auch das harmonische 
und anharmonische Verhältniss, auch bei der hier beschriebe- 
nen Transformation, erhalten bleiben. 

§. 25. Aufgabe 17. Einen Kegelschnitt zu beschreiben, 
der durch zwei gegebene Punkte geht und drei der Lage 
nach gegebene Gerade berührt. 

Man lege durch den Durchschnittspunkt zweier der ge- Fig. 25. 
gebenen Tangenten und durch den dritten mit der Verbin- 
dungslinie der gegebenen Punkte eine unbegränzte Gerade 
und transformire nach dem vorigen Lemma die gegebene Fi- 
gur in eine andere, indem diese unbegränzte Gerade als 
erster Ordinatenradius angenommen wird. In der erhaltenen 
neuen Figur sind dann die jenen beiden ersten Tangenten 
entsprechenden Geraden parallel und die der dritten Tan- 
gente entsprechende Gerade ist parallel der Verbindungslinie 
der den beiden gegebenen Punkten entsprechenden Punkten. 
Seien also Äi, kl in der neuen Figur die erstgenannten Tan- 
genten, ik die dritte und hl die Gerade, welche die den ge- 
gebenen entsprechenden Punkte a und b verbindet, so dass 
ein Parallelogramm hikl gegeben ist. 

Man theile die Seiten Ae, iky kl beziehlich durch die 
Punkte c, rf, e, so dass sich hc zur mittleren Proportionale 
zwischen ha und AA, icrirf, ke:kd verhalten wie die Summe 
der Geraden hi und kl zur Summe dreier Linien, deren erste 
hl und deren beide andern die mittleren Proportionalen zwi- 
schen ha und AA und zwischen la und Ib sind, so sind die 
Punkte c, d, e die gesuchten Berührungspunkte. Denn nach 
Ap. m. 17. ist 

Ac^ : ha • AA = ic^ : id^ = ke'^ : kd'^ z=:le^ : la> Ib, also auch 

hc : yha * hb = ic:id= k€:kd= le: ^la • Ib 

und also auch, wenn man die Summen der Vorder- und Hin- 
terglieder nimmt: 

H + kUik -f Sha-hb + y/a • Jb = hci]/häThb = ic : id=ke:kd, 

woraus sich die Richtigkeit der obigen Construction der Be- 
rührungspunkte c, d, e in der erhaltenen neuen Figur ergiebt 
Durch das umgekehrte Verfaliren als im' vorigen Lemma 
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suche man nun die den Punkten c, dj e entsprechenden Punkte 
in der ersten Figur und beschreibe dann den verlangten Ke- 
gelschnitt wie in Aufgabe 14. q, e. f. 

Uebrigens müssen, je nachdem die Punkte a und b 
zwischen h und / oder ausserhalb liegen, auch die Berüh- 
i-ungspunkte Cy d, e zwischen den Punkten Ai, iA, kl ange- 
nommen werden oder in den Verlängerungen dieser Linien. 
Wenn einer der Punkte a und b zwischen h und /, der an- 
dere ausserhalb liegt, so ist die Auflösung der Aufgabe un- 
möglich. 

§. 26. Aufgabe 18. Einen Kegelschnitt zn beschrei- 
ben, der durch einen gegebenen Punkt geht im*d vier gege- 
bene Geraden berührt 
Fig. 25. Man verbinde den Durchschnittspunkt zweier der gege- 
benen Tangenten mit dem Durchschnittspunkt der beiden 
übrigen und verwandele die gegebene Figur nach Lemma 22. 
in eine neue, indem man die erwähnte Verbindungslinie als 
ersten Ordinatenradius nimmt, so dass die beiden Tangenten- 
paare, welche sich auf jener Verbindungslinie schnitten, in 
der neuen Figur parallel werden. Seien M und kl, ik und 
kl diese in der zweiten Figur erhaltenen Tangenten, welche 
das Parallelogramm hikl bilden, und p der Punkt der neuen 
Figur, der dem in der alten gegebenen Punkt entspricht. 
Durch den Durchschnittspunkt O der Diagonalen des Parallelo- 
gramms ziehe man von p eine Linie pq, so dass pO = Oq 
wird, so ist g ein neuer Punkt des gesuchten Kegelschnitts 
in der zweiten Figur. Durch das umgekehrte Verfahren als 
in Lemma 22. suche man nun in der ersten Figur den die- 
sem Punkt p entsprechenden Punkt, so kann dann die Auf- 
gabe wie in §. 17. aufgelöst werden, q. e. f. 

Lemma 23. Wenn zwei der Lage nach feste Geraden 
ACf BD zwei feste Endpunkte A und B haben und in einem 
gegebenen Verhältniss zu einander stehen und wenn ausser- 
dem die Verbindungslinie der andern unbestimmten Endpunkte 
C und D durch einen Punkt K in einem gegebenen Verhält- 
niss getheilt wird, so wird behauptet, dass sich der Punkt 
K auf einer der Lage nach bestimmten Geraden befindet. 
Fig. 26. Sei E der Schneidungspunkt der verlängerten CA und 
DB und der Punkt G auf BE so bestimmt, dass 
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BG\AE = BD\AC, 

so wie der Punkt F auf DE, so dass DF = GE ist. Nun 
ist nach Construction ECiGD oder EC'.EF wie ACiBD, 
d. h. in einem gegebenen Verhältniss, also das Dreieck ECF 
der Gestalt nach bestimmt. Theilt man also CF durch einen 
Punkt L, so dass 

CL:CF=CK:CD 
ist, so ist, da letzteres Verhältnisß einen festen Werth hat, 
das Dreieck EFL der Gestalt nach bestimmt, mithin befindet 
sich der Punkt L auf einer .der Lage nach bestimmten Ge- 
raden, die vom Punkt E ausgeht. Man ziehe nun LK, so 
sind die Dreiecke CLK und CFD ähnlich, und da sowohl FD 
als auch das Verhältniss LK : FD einen unveränderlichen 
Werth haben, ist auch LK der Grösse nach bestimmt 5 man 
schneide also snitED ein Stück EH=LK ah und vollende das 
Parallelogramm ELKH, so befindet sich der Punkt K stets 
auf der der Lage nach bestimmten Geraden HK, q. e. d. 

Lemma 24. Wenn zwei feste parallele Tangenten 
eines Kegelschnitts von einer dritten beliebigen Tangente 
geschnitten werden, so ist der den parallelen Tangenten pa- 
rallele Halbmesser die mittlere Proportionale zwischen den 
Abschnitten, die die dritte Tangente auf den beiden ersten 
bildet. 

Dieser Satz ist derselbe als Ap. lU. 42. 

Co roll. 1. Wenn ^, JB die Berührungspunkte zweier Fig. 27. 
parallelen Tangenten sind, welche von einer dritten Tangente 
beziehlich in F und G und von einer vierten in P und Q 
geschnitten werden, so ist 

AF:BQ = AP:BG, also auch 
AF:BQ = FP:QG. 

Cor oll. 2. Hieraus folgt, dass die Geraden PG, FQj 
welche die Punkte P und G, F und Q verbinden, sich auf 
der durch den Mittelpunkt C des Kegelschnitts und die bei- 
den Berührungspunkte A und B der parallelen Tangenten 
gehenden Geraden schneiden müssen. 

Lemma 25. Wenn die Seiten eines einem Kegelschnitt 
umschriebenen Parallelogramms von einer fünften Tangente 
durchschnitten werden, so is^ das Eechteck aus zwei auf 
aneinanderstossenden Seiten des Parallelogramms gebildeten 
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Abschnitten, welche an die fünfte Tangente und an zwei 
Gegenecken des Parallelogramms anstossen, gleich dem 
Bechteck aus einer dieser Seiten und dem Stück der an- 
dern zwischen dem Berührungspunkt und der Ecke; die liicht 
auf der andern Seite liegt. 
Fig. 28. Seien die Seiten MLy IKy KL, MI des Parallelogramms 

MIKL Tangenten eines Kegelschnitts in den Punkten A, B, 
C, D und werden dieselben von einer fünften Tangente be- 
ziehlich in den Punkten F, Q, H, E durchschnitten, so wird 
behauptet, dass 

ME'KQ = MI^BK xxni 

KH^MF = KL^AM 

ist. Nach dem zweiten Corollar des vorigen Lemma ist 
ME: ET, da es gleich MFiQI ist, auch gleich AMiBQ, oder 
da AM=BK ist, wie leicht aus Ap. III. 17* folgt, 

ME:EI=BK:BQy 

also componendo auch 

ME:MI = BK:BQ oder 

ME'KQ^MI^BK. 

Auf gleiche Weise ist auch KH: HL == KQ : LF, und, weil 

BK:BQ = AF:ALI also auch 

KQ : LF=z BK:AF= AMiAF, folgt 

KH:HL = AM:AF oder dividendo 

KH:KL = AM:MF, also 

KH' MF— KL' AM. q. e. d. 

CorolL 1. Hieraus folgt, dass, wenn das einem gege- 
benen Kegelschnitt umschriebene Parallelogramm IKLM ge- 
geben ist, auch das Rechteck KQ • ME oder das ihm gleiche 
Rechteck KH • MF bekannt ist. 

Corollar 2. Wenn eine sechste Tangente eq gezogen 

wird, die die Tangenten KI, MI in q und e trifft, so folgt 

also, dass 

KQ • ME =zKq' Me ist, also 

KQ:Me = Kq:ME, 

also auch gleich Qq : Ee ist. 

Corollar 3. Dai^aus folgt also, dass, wenn £9 und eQ 
gezogen und halbirt werden, die Linie, welche die Halbirungs- 
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punkte verbindet; durch den Mittelpunkt des Eegelsclinitts 
geht. Denn da Qq:Ee^=: KQ: Me ist, so geht diese Linie 
auch durch die Mitte von MK nach Lemma 23. und diese 
Mitte ist der Mittelpunkt des Kegelschnitts. 

Anm. Hierin ist, wie man leicht erkennt, der Beweis 
des Satzes gegeben, dass die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, 
die vier gemeinschaftliche Tangenten haben, sich in einer 
geraden Linie befinden. 

§. 27. Aufgabe 19. Einen Kegelschnitt zu beschrei- 
ben, der fünf gegebene Geraden berührt. 

Seien die Tangenten ABG, BCF, GCD, FDE und E^.Pig. 29. 
Man halbire die Diagonalen AF, BE eines aus vier von jenen 
Linien gebildeten Vierecks ABFE durch die Punkte M imd 
N, so geht nach Coroll. 3. des vorigen Lemma die Gerade 
MN durch den Mittelpunkt des gesuchten Kegelschnitts, 
Man wiederhole dieselbe Construction für ein anderes aus vier 
jener Geraden gebildetes Viereck, z. B. BGDF, indem dessen 
Diagonalen BD, GF in den Punkten P und Q halbirt werden, 
so ist der Durchschnittspunkt O der Linien MN und PQ der 
Mittelpunkt des gesuchten Kegelschnitts. Man ziehe nun mit 
einer Tangente BC auf der andern Seite des Mittelpunkts 
in gleicher Entfernung von demselben eine Parallele, so ist 
diese gleichfalls eine Tangente des gesuchten Kegelschnitts; 
seien Jf, L die Durchschnittspunkte dieser Parallelen mit den 
Tangenten FDE^ GCD, so verbinde man die Punkte C mit K 
und F mit L, bis sich die Verbindungslinien in R schnei- 
den, dann trifi't RO die Berührungspunkte der parallelen 
Tangenten LK und FC nach Coroll. 2. des Lemma 24. Auf 
dieselbe Weise kann man noch andere Berührungspunkte 
finden und dann wie in Aufgabe 14. den Kegelschnitt be- 
schreiben, q. e. f. 

Scholium. Die Aufgaben, bei welchen der Mittelpunkt 
oder Asymptoten der gesuchten Kegelschnitte gegeben wer- 
den, sind in den vorigen enthalten; denn wenn Punkte oder 
Tangenten zugleich mit dem Mittelpunkt gegeben sind, so 
sind auch eben so viel andere Punkte und andere Tangenten, 
in gleicher Entfernung auf der andern Seite des Mittelpunkts 
liegend, gegeben. Eine Asymptote aber ist für eine Tan- 
gente zu halten, deren Berührungspunkt, wenn es erlaubt ist, 

ApoUonluB, Kegelschnitte. 25 
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so zu sprechen; ihr unendlich entfernter Endpunkt ist. Stellt 
man sich vor; dass der Berührungspunkt irgend einer Tan- 
gente sich in's Unendliche entferne, so verwandelt sich die 
Tangente in eine Asymptote und die Constructionen der 
Aufgabe 14. und des ersten Falles von 15. verwandeln Bicli 
in die Constructionen der Aufgaben, bei welchen eine Asym- 
ptote gegeben ist. 
Fig. 30. Nachdem der Kegelschnitt beschrieben ist, können die 

Achsen und die Brennpunkte auf folgende Art gefunden wer- 
den. In der Construction und Figur des Lemma 21. mach^ 
dass die Schenkel BPy CP der beweglichen Winkel PBN, 
PCN, durch deren Durchschnitt der Kegelschnitt beschrieben 
wurde, unter sich parallel werden, und, indem sie diese 
parallele Lage beibehalten , sich um die Pole jB und C dre- 
hen, dann beschreiben während dessen die andern Sehen* 
kel BN, CN mit ihrem Durchschnitt K oder k einen Krei« 
; IBKGC. 

Sei O der Mittelpunkt dieses Kreises. Von diesem Mit- 
\ telpunkt falle man auf die Gerade MN, welche die Schenkel 
: CN, BN beschrieben, als der Durchschnitt der andern Schen- 
kel der beweglichen Winkel den Kegelschnitt durchlief, das 
Loth OH, welches den Kreis in K und L trifft. Wenn nun 
die Schenkel der beweglichen Winkel im Punkt K, der der 
Geraden MN näher als L liegt, zusammentreffen, sind die 
ersterwähnten Schenkel BP, CP der grossen Achse parallel 
und darauf senkrechte Linien der kleinen Achse. Das Um- 
gekehrte tritt ein, wenn dieselben Schenkel in demi entfern- 
teren Punkt L zusammentreffen. Hierdurch sind, wenn der 
Mittelpunkt des Kegelschnitts gegeben ist, die Achsen be- 
kannt; und nachdem diese gefunden sind, kann man die 
Brennpunkte leicht erhalten. 

Die Quadrate der Achsen verhalten sich aber wie 
HKiLH, weshalb es leicht ist, einen der Gestalt nach ge- 
gebenen Kegelschnitt durch vier Punkte zu beschreiben. 
Denn wenn zwei der vier gegebenen Punkte C und B als 
Pole angesehen werden, so bestimmt ein dritter die beweg* 
liehen Winkel PCK, PBK, imd wenn dirfse gegeben sind, 
kann der Kreis IBKGC beschrieben werden. Dann ist we- 
gen der gegebenen Gestalt des Kegelschnitts auch das Ver- 
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hältnlss OH: OK, also OH selbst gegeben. Man beschreibe 
dann also mit dem Badius OH um O einen neuen Kreis und 
ziehe an diesen von dem Punkt, in welchem sich die Schen- 
kel CKy BK der beweglichen Winkel schneiden; während die 
andern Schenkel CPy BP im vierten gegebenen Punkt zu- 
sammentreffen , eine Tangente , so ist dies die Gerade MN, 
durch deren Hülfe der Kegelschnitt beschrieben werden 
kann. 

Hiemach kann auch umgekehrt^ wenn einige unmögliche 
Fälle ausgenommen werden , ein der Gestalt nach gegebe- 
nes Viereck in einen gegebenen Kegelschnitt, eingeschrieben 
werden. 

Es giebt noch andere Lemmata , durch deren Hülfe der 
Gestalt nach gegebene Kegelschnitte ^ die durch gegebene 
Punkte gehen oder gegebene Tangenten haben ; beschrieben 
werden können. Von der Art ist; dasS; wenn eine Gerade 
von einem Punkt durch einen Kegelschnitt gezogen wird, 
80 dass sie ihn in zwei Punkten trifft und das Stück zwischen 
den Durchschnittspunkten halbirt wird, dieser Halbirungs- 
punkt sich auf einem andern Kegelschnitt von derselben Ge- 
stalt als der frühere befindet, dessen Achsen denen des frü- 
h^en parallel sind. 

Anm. Der Beweis der im dritten und vierten Absatz 
dieses Scholiums enthaltenen Behauptungen kann für den 
Fall , dass die Gerade MN den Kreis BLCK in zwei Punk- 
ten S und T trifft, leicht folgendermassen geführt werden. 
Es erhellt ans der dort beschriebenen Construction , dass, 
wenn zwei Schenkel der beweglichen Winkel im Punkt S 
zusammentreffen, die beiden andern parallel sind, weil S auf 
dem Kreis liegt, und zugleich nach einem Punkt des Ke- 
gelschnitts gerichtet sind, weil S auf der Geraden MN sich 
befindet; ihre Richtung giebt also in diesem Fall die Rich- 
tung einer Asymptote des gesuchten Kegelschnitts an, und 
eben so giebt die Richtung dieser letztgenannten Schenkel 
in dem Fall, wo die erstgenannten im Punkte T zusanunen- 
treffen, die der andern Asymptote des Kegelschnitts, welcher 
also in diesem Fall nothwendig eine Hyperbel ist, an. Aus 
der Drehung der Winkel erhellt aber auch, dass, da L und 
K die Bogen zwischen S und T halbiren, die Richtungen, 

25* 
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welche die letztgenannten Schenkel der beweglichen Winkel 
annehmen; wenn die erstgenannten in den Punkten L und Ä 
zusammentreffen, den Asymptotenwinkel und seinen Neben- 
winkel halbiren, also die Achsenrichtungen sind, wie oben 
behauptet wird. 

Aus der Gleichheit der Peripheriewinkel auf demselben 
Bogen erhellt hieraus auch, dass das rechtwinklige Dreieck 
SLK ähnlich dem Dreieck ist, dessen einer schiefer Winkel 
der halbe Asymptotenwinkel und dessen Katheten die hal- 
ben Achsen sind (IL 4.); mithin verhalten sich die Achsen 
wie SL:Sir oder, isi SL^ = LH- LK nni SK^ =KH - M 
ist, ihre Quadrate wie LH: KH. w. z. b, w. 

Der Beweis der im letzten Absatz des Scholiums ent- 
haltenen Behauptung kann folgendermassen geführt werden 
Fig. 31. Sei C der Mittelpunkt einer Ellipse, P ein beliebiger Punkt 
in ihrer Ebene, AB eine durch P gehende Sehne oder Se- 
kante, deren Mitte ß ist, sei ferner BE die von B an dei 
Durchmesser PC gezogene Ordinate, welche um sich selbst 
verlängert die Ellipse in D trifft) und von D durch P eine 
Linie gezogen, welche die von A mit BD gezogene Paral- 
lele in F trifft. Seien endlich M, N die Scheitel des Durch- 
messers PCj G der Durchschnitt desselben mit AF, £ der 
Punkt, in welchem ihn die Verbindungslinie ßt^ der Mitten 
der Linien AB und DF trifft. Weil nun BE = DE und A! 
parallel BD ist, so erhellt leicht, dass auch AG=GF ist, 
und da BE eine zu dem Durchmesser MN gehörige Ordinate 
ist, muss auch AG eine solche sein, mithin der Punkt F auf 
der Ellipse liegen. Es erhellt ferner aus den Elementen, 
dass ßd parallel BD ist. Nach I. 13. haben wir nun 

1) 5jB2 : cm — CE^ = AG^ : Cm — CG^ , also auch 

2) BE^—AG^ : CG^ — CE^=BE^ : CN^ — CE^ oder 

3) (BE+AG) . {BE--AG) : GE{CGopCE) 

= BE^ : NE' ME, 
wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn P innerhalb, 
das untere, wenn es ausserhalb der Ellipse liegt. 
Weil aber 

BE:AG = PE:PG, ist 
BE±:AG:EG = BE:PE = ßs:R, 
und es ist ausserdem 
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BEzpA0 = 2ßs, CG^CE=2a, 

welches in Zeile (3) eingesetzt giebt: 

2ß£2 : 2Pe . Cb = BE^ : NE- ME. 

Da aber das letzte Verhältniss flir alle durch P gezo- 
gene Sehnen oder Sekanten ungeändert bleibt; so ist auch 
das erste constant und die Mitten dieser Sehnen befinden 
sich also auf einer Ellipse, deren einer Durchmesser PC ist 
und deren zugehöriger conjugirter Durchmesser parallel dem 
zu MN gehörigen ist, und da diese beiden Paare conjugirter 
Durchmesser ausserdem unter sich gleiche Verhältnisse ha- 
ben, so sind nach VI. 13. die Ellipsen ähnlich und haben 
folglich auch parallele Achsen, wie behauptet war. 

Derselbe Beweis gilt auch mit alleiniger Aenderung der 
Zeichen für die Hyperbel und mit einer leicht zu erkennen- 
den Vereinfachung flir die Parabel. 



Drack von Carl Schaltze in Berlin, 
Kommandantenstrasse 72. 
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